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Beweis der Produktregel

Produktregel

Sind die Funktionen f und g an der Stelle x differenzierbar, so ist auch das
Produkt f -g ander Stelle x differenzierbar und es gilt dabei:

(f-9)()=1(x)-g(x)+ f(x)-g'(x).

Ein Bewe's der Produktregel 1&sst sich auch Uber die Definition der Differenzier-
barkeit gemal? des Ansatzes der linearen Approximation flhren.

Differenzierbarkeit (auf Grundlage der linearen Approximation)
Eine Funktion heil3 an der Stelle x,, differenzierbar, wenn es eine Zahl m

gibt, so dass fur dasin der Darstellung
f(X,+h)=m-h+ f(Xx,)+h-R(X,, h)

auftretende Restglied gilt: R(X,, h) — 0 fir h— 0.
Die Zahl m= f’(x,) heil3 Ableitung von f an der Stelle x,.

Die Voraussetzungen der Differenzierbarkeit der Funktionen f und g an einer
Stelle x bedeuten, dass es Darstellungen in folgender Form gibt:

o f(x+h)=f(X)+ f'(x)-h+h-R;(x,h) mit R,(x,h)—>0 fir h—0
e g(x+h)y=g(x)+9g’(x)-h+h-R (x,h) mit R (x,h)— 0 fir h—0

Hiermit ergibt sich durch Ausmultiplizieren und Ordnen:

(f-g)(x+h)
= [f(x)+f'(x)-h+h-R,(x,h)] - [g(x)+ 9" (X)-h+h-R,(x,h)
=+ f(xX)-g(x) + f(x)-g’(x)-h + f(x)-h-R,(x, h)

=+ f'(x)-h-g(x) + f(x)-h-g’(x)-h + f(x)-h-h-R,(x, h)
= +h-R(x,h)-g(x) + h-R(xh)-g’(x)-h + h-R(x,h)-h-R,(x,h)
= f()-g0)+(f(x)-g’(x)+ f(x)-g(x))-h
=Ableitung (f-g)’(x)
+h-[f(x)-R (X, h)+ (x)-h-g"(x)+ T'(x)-h-R,(x, h)
+R; (%, h)-g(x)+h-R;(x,h)-g"(x) + R; (x,h)-h-R (x, h)]

Restterm R, (X, h)—0fir h—0,
denn R; (x, h), R4(x, h),h—0fir h—0




