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Berechnung von Summenwahrscheinlich-
keiten bei Bernoulli-Ketten

Vor alem be der Berechnung von Summenwahrscheinlichkeiten bel Bernoulli-Ketten bzw.
binomialverteilten Zufallsgroflen ist die Verwendung elektronischer Hilfsmittel zeitgemald und
mei stens auch unumganglich.

Unter der grof3en Anzahl mdglicher elektronischer Hilfsmittel soll das kostenfreie Programm
GEOGEBRA erwdhnt werden. Es verfligt seit der Version 4 Uber einen méachtigen Wahrschein-
lichkeitsrechner (Ansicht — Wahrscheinlichkeitsrechner), der zudem sehr einfach zu bedienen ist.
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Eigenschaften der Vektoraddition

Aufgrund der komponentenweisen Definition der Addition von Vektoren Ubertragen sich die
Eigenschaften der Addition in IR unverandert auf die Vektoraddition.

Fir alle Vektoren &, b, € des R® gilt:

Kommutativgesetz  (K") &d+b=b+4a Beim Addieren darf man
die Reihenfolge der Vekto-
ren vertauschen.

Assoziativgesetz  (A")  d+(b+C)=(a+b)+c Bem Addieren darf man
beliebig Klammern setzen.

NeutrdesElement (NY) 5+0=3 Der Nullvektor O ist das
neutrale Element der Addi-
tion.

InversesElement  (I")  &a+(-&a)=0 Jeder Vektor besitzt einen
Gegenvektor.
Bewels
a'l bl Cl
Fir dleVektoren a=|a, |, b=|b, | und ¢=| c, | des R® gilt:
a3 b3 C3
a, b, a,+b; b, +a, b, a,
+ — L _ _ _ e —
(K") a+b=|a,|+|b, = a,+b, b b,+a, = b, [+|a,|=b+a
a, b,) "® {a,+b, ) ™ |b,+a,) "® |b, a,
) a, b, C, a, b, +c,
(A") a+({+c) = |a,|+||b,|+|¢c, = |2 [ b.te,
a, b, C,)) % {a,] (by+c,
a,+ (bl + Cl) (al + bl) + Cl)
= |2t (b, +c,) (;). (a,+b,)+c,)
n® | a,+(b,+c,) | ™R | (as;+b,)+cy)
a,+b, C, a, b, C,
= a,+b, |[+|c, |=||a, |+|b,||+]C,
n® | a,+b, C, a, b, C,
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a, 0 a,+0 a,
(N a+0=|a,|+|0 = |a,+0| = |a,|=4a
a,] \0)n® |a,+0) "R | g,
a, -a, a,+(-a,) 0
(D a+(-a)=|a,|+|-a,| = |a,+(-a,) =0 =0
s —a; ) "R |ag+(-ay) ) "™ (0
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Eigenschaften der Vektoraddition

Aufgrund der komponentenweisen Definition der Addition von Vektoren Ubertragen sich die
Eigenschaften der Addition in IR unverandert auf die Vektoraddition.

Fir alle Vektoren &, b, € des R® gilt:

Kommutativgesetz  (K") &d+b=b+4a Beim Addieren darf man
die Reihenfolge der Vekto-
ren vertauschen.

Assoziativgesetz  (A")  d+(b+C)=(a+b)+c Bem Addieren darf man
beliebig Klammern setzen.

NeutrdesElement (NY) 5+0=3 Der Nullvektor O ist das
neutrale Element der Addi-
tion.

InversesElement  (I")  &a+(-&a)=0 Jeder Vektor besitzt einen
Gegenvektor.
Bewels
a'l bl Cl
Fir dleVektoren a=|a, |, b=|b, | und ¢=| c, | des R® gilt:
a3 b3 C3
a, b, a,+b; b, +a, b, a,
+ — L _ _ _ e —
(K") a+b=|a,|+|b, = a,+b, b b,+a, = b, [+|a,|=b+a
a, b,) "® {a,+b, ) ™ |b,+a,) "® |b, a,
) a, b, C, a, b, +c,
(A") a+({+c) = |a,|+||b,|+|¢c, = |2 [ b.te,
a, b, C,)) % {a,] (by+c,
a,+ (bl + Cl) (al + bl) + Cl)
= |2t (b, +c,) (;). (a,+b,)+c,)
n® | a,+(b,+c,) | ™R | (as;+b,)+cy)
a,+b, C, a, b, C,
= a,+b, |[+|c, |=||a, |+|b,||+]C,
n® | a,+b, C, a, b, C,
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a, 0 a,+0 a,
(N a+0=|a,|+|0 = |a,+0| = |a,|=4a
a,] \0)n® |a,+0) "R | g,
a, -a, a,+(-a,) 0
(D a+(-a)=|a,|+|-a,| = |a,+(-a,) =0 =0
s —a; ) "R |ag+(-ay) ) "™ (0
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Eigenschaften der S-Multiplikation

Dadie Summe von Vektoren und auch die S-Multiplikation einer reellen Zahl mit einem Vek-
tor koordinatenweise erklart sind, Ubertragen sich die Rechenregeln fur reelle Zahlen sinnge-
mal3.

Fir alle Vektoren @, b, € und fiir ale reellen Zahlen a, 4 gilt:

Assozigtivgesetz (A") o (B-8)=(a-p)-a
Erstes Distributivgesetz ~ (D1) «-(a+b)=«c-d+a-b

Zweites Distributivgesetz~ (D2) (a+pf)-da=«a-a+pf-a
Gesetz vom neutralen Element  (Ne) 1-d=a

Beweis
a) (b
Fir aleVektoren a=|a, lund b=| b, | des R* und alea, fc R gilt:
A, b,
a p-a a-(f-a,)
(A) a(B-@=a|fla,| = @ ,B-a o |a(Ba)
a, in R® in R® 0{'(,5'&3)

S

(- B)-ay) ) ¥ a3

2>

a,+b, o-(a,+b)
= o-|a,+b, iy o-(a,+b,)
i a,+b, k| g (a;+hby)

(- f5)- a,) al

(a-f)-a,) (o-f)-| a, |=(a-f)-a
(D) a-(@+b) = «- a2 + bzl
oa-a,+o-b a, o-b, a, b,
a-a,+a-b, ||t o-b, o0, ta b,

? |
"R\ g-a,+a-b, | "R o-a, o-b, | inr® a, b,
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a1
(D2) (a+p)-a = (a+p)|a,
a3
o-a, B
= o-a, |+| [
inR3 0('8.3 ﬁ
a, 1l-a,
(N) la=1a, o l-a, =
a3 in IR3 1.a3 inR

(0(+:B)'a1) 22
™ (a+p)-a,) S 22
inR3 (0{4_ /B) . ag) inR o
a'l a'l bl
8, = o-|a,|+f-|b
-8, inR® a, b3
al
a,|=a
a

a,+f-a
-a,+f-a,
-a,+f-a,

=¢q-a+p-a



4.4.1 Nachwels, Band Il, Seite 144 (PDF - 4.4.1 - Eigenschaften des Betrags.pdf)

Eigenschaften des Betrags von Vektoren

Fur die Betragshildung bei Vektoren ergeben sich damit folgende Eigenschaften:

Eigenschaften des Betrages
Fir alle Vektoren de IR® unddle A€ R gilt:

@ |a|=0 (Nichtnegativitat)

2 |la|=0 < a=0

3) |A-a|=|A|]a] (Vertraglichkeit mit dem Zahl enbetrag)
Bewes

a'l
Fur alle Vektoren d=| a, | des R® unddle 1€ R gilt:
a3

(1) Esgilt: |d|=,a?+a’+aZ>0 (DieWurzel ist nicht negativ.)
2 Esqilt:

|a|=0 & ,Ja’+a’+a’=0 & a/+a’+a’=0

& a,=0Ana,=0n4 a,=0

< a=0
3 Esgilt:
a, A-a,
|A-d|=[1-|a, ||=]|| 4-a, =\/(/1-a1)2+(/1-a2)2+(/1-a3)2
a, A-a,

= [F (@i vaival) = |4l fai +ai+al =| Al |al
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Eigenschaften des Skalarprodukts

Aus der Definition des Skalarprodukts und den Eigenschaften der Addition und der Multiplika-
tion reeller Zahlen ergeben sich folgende Rechenregeln:

Rechenregeln fur das Skalar produkt
Fir ale &, b, ce R® sowie Ae R gilt:

(1) &a-b=b-a (Kommutativgesetz)
(2 a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)
3 (1-a)-b=41-(a-b) (Vertraglichkeit mit der S-Multiplikation)
Beweis
a'l bl Cl
Fir alle Vektoren @a=|a, |, b=|b, | und ¢=| ¢, | des R® undale 1c R gilt:
a3 b3 C3
al bl
1) ab=la,| |h, = a,-b+a,b+a; b,
a, b3 inIR®
bl a'1
= a-b+a,b+a; b, = b4, =b-a
inR ik | b, a,
a, b, C, a, b,+c,
(@2 a-(b+c) = |a,|-||b,|+]|c, = |a,|-|b+c,
a, b, C, kS a, b,+c,

= al'(b1+C1)+a2'(b2+Cz) +a3'(b3+03)

a,-b+a;-c +a, b,+a,c,+a, b+a,c,

D
inR
= (a; b+a, b,+a; b)+(a;-c,+a,-c,+a,c,)
K*, A*
inR
al bl al Cl
= a,|-|b,|+]a,|-|cC
SP. 2 2 2 2
Nk a3 b3 a3 CS

= &db+a-c
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a, b, A-a, b,
@ @ab = |1]al]|]|b = |4, |b,
a, b, " | 1-a,] (b,
z (A-a)-b,+(1-a,) -b,+(1-a,) b,
inR®
; ﬂ-(al-b1)+/1-(a2~b2)+/1-(a3'b3)
inR
= A-(a,-b,+a, b,+a, b,)
inR
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Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Unter dem Winkel <@ zwischen zwei vom Nullvektor verschie-

denen Vektoren @ und b versteht man den kleineren der beiden
Winkel, den zwel vom gleichen Punkt ausgehende Verschie-
bungspfeile dieser Vektoren bilden. Gemal} dieser Festlegung gilt
0°<p<180°.

In der Sekundarstufe | wurden in der Trigonometrie der Sinus- und der Kosinussatz bewiesen
und damit Langen- und Winkelberechnung bel Dreiecken durchgefiinrt. Esist daher nahe lie-
gend, wenn wir uns auch bei der Berechnung des Winkels zwischen zwel Vektoren an der Tri-
gonometrie orientieren.

Als Ausgangpunkt unserer Betrachtungen ist der Kosinussatz ge-
eignet. Er gilt in beliebigen Dreiecken und ist eine Verallgemeine-
rung des Satzes des Pythagoras.

Fir das Quadrat der Lange der Strecke AB gilt nach dem Kosi-
nussatz:

|ABI*=1&[” +|b[* —2|&]-|b|-cos(p) . (1)

Andererseits ergibt sich nach der Formel fir den Abstand der ©
Punkte A und B:
|AB " =1b—&[* = (b, —a,)" + (b, —a,)* + (b, - a,)°
=a’+a’+a’+b’+b’+b’-2-(a,-b,+a,-b,+a,-b,)
=|al’+|b]*-2-(a,-b,+a, -b,+a,-b,) 2

Durch Vergleich der Gleichungen (1) und (2) ergibt sich:
|a|-|b|-cos(p)=a,-b,+a, -b,+a,-b,.

Setzt man |4 |, |b | 0 voraus, so ergibt sich durch Division:
a,-b,+a,-b,+a,-b,

|| |b|

cos(p) =

Diese Formel fur den Winkel zwischen zwei Vektoren lassen sich mithilfe des Skalarprodukts
kirzer schreiben:

b

|b]’

Q)

cos(p) =

|a

Winkelforme

(o)

Fir ale 4, be R®\{} gilt: cos(¢) = lf"
a

T (Winkelformel)

Dabel ist ¢ das Mal3 des Winkels zwischen den Vektoren & und b.
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Das Vektorprodukt

Wir betrachten im dreidimensionalen Raum zwei nicht kolli- A X

neare Vektoren & be R°\{0}. Gesucht ist ein Vektor

xe R®, der auf jedem der beiden Vektoren & und b senk- b

recht steht, fir denasogilt: | g -
aLxundb Lx. : w

> a
Die Aufgabe ist nicht eindeutig |6sbar, da die Lange und auch die Richtung des Ldsungsvek-
tors nicht eindeutig bestimmt sind. Die Abbildung zeigt nur einen moglichen von den unend-
lich vielen Losungsvektoren. Selbst unter den Vektoren der Lange 1 gibt es noch zwei (entge-
gengesetzt gerichtete) Losungsvektoren.

Wir beschréanken unsere Betrachtung auf den Fall zweier nicht kollinearer Vektoren. Auch im

Fall kollinearer Vektoren & und b gibt es unendlich viele, sogar nicht kollineare Ldsungsvek-
toren. Fir geometrische Anwendungen ist dieser Sonderfall jedoch nicht von Interesse.

Die beiden Orthogonalitétsbedingungen bedeuten a-X =0 a X, +a,X,+a,x, = 0
und b-X=0. Sie fihren zu dem nebenstehenden Glei- {

b, X, +b,x,+b,x, = 0
chungssystem:

Wegen b0 konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit b, # 0 voraussetzen.

Das betrachtete Gleichungssystem ist unterbestimmt: es besteht aus nur zwel Gleichungen fir
drei Losungsvariablen x,, X, und x,. Eine der Variablen kann daher frei gewahlt werden.

Wegen b, #0 konnen wir folgende Umformung durchfihren:

X, + a,Xx, + a;X; =0 ()
b,x, + b,x, + byx; = 0 (1
N (@b, —a;b,)-x, + (asb,—a,by)-x; = 0
by (1)+(~ay)(11) b, x, + b, x, + b, X, =0

Ganz wesentlich hierbei ist, dass die Gleichung —a, - (I1) gleich addiert wird. In diesem Fall ist
es nicht notwendig a, # 0 vorauszusetzen. Fur a, =0 wirde die erste Gleichung lediglich mit
b, #0 multipliziert.

Welche der Variablen x, oder x, frei gewahlt werden, hangt von den Vorfaktoren ab. Wir er-
halten folgende Fallunterscheidung:
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1.Fal: a,b,—a;b,#0
Wir wéhlen die Variable x, frei: x, =4 R. Dannfolgt:

X, = a‘3b1_a‘1b3 X, = a‘3b1_a‘1b3
2" azbl_albz 3 azbl_albz
1 1 a.b —-ab a.,b —-ab
X.=——-(b. X, +b.X)=——-| — B R S B/ SRR WP (i RS AN
! b1 ( 272 * 3) b1 L 2 a, b1 —a, bz * ] a, b1 —-a, bz

X, =4
Ein besonders einfacher unter den unendlich vielen Lésungsvektoren ergibt sich,
wenn man speziell A =—(a,b,—a,b,) wahlt:
Xy a, bs —as bz
X=|X,|=| a;b,—a,b,
X3 a, bz -4, bl

2.Fdl: a;b,—a;b,#0
Wir wahlen die Variable x, frei: X, = A€ R. Dann folgt:

:_azbl_albz azbl_albz

i S e S VG .
3 2
a3b1_a1b3 a3b1_a1b3

1 1 ab -ab a,b,—-ab
X, =——-(b, X, +b,x,)=—=-(-b, A-b, 22 ——=. Jy="22 "23.]
1 b, ( 22 3 3) b, ( 2 ?’aZbl—alb2 ) a,b-ab,

X, =4

Wahlt man zur Vereinfachung A =—(a,b, —a,b,), so ergibt sich wieder:

In beiden Félle ergibt sich derselbe Lésungsvektor. Es bleibt jedoch noch der Fall zu
betrachten, dass beide Differenzen den Wert 0 haben:
a,b,—a,;b,=0 und a,b,—a,b,=0.

Die Voraussetzung b, # O legt folgende Umformung nahe:

a a
a2=b—1-b2 und a3=b—1-b3.
1

1

Datrivialerweise auch alz%-bl gilt, folgt insgesamt éz%-ﬁ.

1

Dies wiirde die Kollinearitat von & und b bedeuten, die jedoch nach Voraussetzung
ausgeschlossen ist.
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Rechenregeln fir das Vektorprodukt

Wie beim Skalarprodukt lassen sich auch aus der Definition des V ektorprodukts Rechenregeln
ableiten. Sie sind nachfolgend in einer Ubersicht zusammengefasst:

Rechenregeln fur das Vektor produkt
Fir ale &b, ce R® sowie Ae R gilt:

(1) axb=-(bxa) (Antisymmetrie)
(2) ax(b+c)=axb+axc (Distributivgesetz)
() (A-a)xb=ax(1-b)=4-(axb) (Vertraglichkeit mit S-Multiplikat.)
(4) axa=0
Beweis
a'l bl
Fir alle Vektoren a=| a, |und b=| b, | des R® undale Ac R gilt:
a3 b3
azbs_asbz _(asbz_azbs) asbz_azbs
(1 axb=|a,b,—ab, |=| -(a,b,—a;b) |=—| a,b,—a,b, [=—(bxa)
a, b2 —a, b1 - (az b1 - bz) a, b1 —a, bz
a, b, C, a, b, +c,
(2 ax(+c)=|a,|x||b,|+|c,||=]a,|x|b,+cC,
a, b, C, a, b,+c,
a,(b,+c;)-a,(b,+c,) a,b,+a,c,—a,b,—-a,c,
=| a,(b,+c,)—-a,(b,+c;) | =| a,b,+a,c,—a,b,—a,c,
a,(b,+c,)—a,(b,+c,) a,b,+a,c,—a,b, —a,c,
(a,b,—a;b,)+(a,c;—asc,)) (a,b,—a;b,) (a,c,—a,c,
=| (a;b,—a,b;)+ (asc, —a,c;) |=| a;b, —a,b, |+| a,;c, —a,c,
(a,b,-a,b)+(a,c,-a,c,)] |ab,-a,b | |ac,—-a,c,

= Axb+ax¢
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a, b, A-a, b, (A-a,)b,— (1-a,)b,
(3 (A-d)xb=|A-la,||x|b,|=|4-a,|x|b,|=| (A-a,)b,— (1-a,)b,
a, b, A-a, b, (4-a,)b,— (4-(a,)b,
ﬂ-(a2b3—a3b2) azbs_asbz
=| A4-(asb,—a,by) |=4-| a;b,—a,b,
ﬂ‘(albz_azbl) a1bz_a2b1
=A-(axb)
a b, a | (A-b a,(4-b)—a;(4-b,)
ax(A-b)=|a, |x| 1-|b, ||=|a, [x| 2-b, |=| a;(A-b)—a,(1-b,)
a, b, a, ) (A-b, a,(4-b,)-a,(4-b)
2'(a2b3_a3b2) azbs_asbz
= ﬂ"(a3bl_alb3) =A-| a;b,—a,b,
2"(alb2_a2bl) ale_aZbl
= 1-(axb)

(4 daxa=|aza,—aa,;|=|0(=0
a,a,—a,a, 0
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Formel fiir den Betrag des Vektorprodukts

Zu zwei nicht kollinearen Vektoren a und b gibt es unendlich viele Vektoren unterschiedli-
cher Lange, die auf der von den Vektoren a und b aufgespannten Ebene senkrecht stehen. Der
Vektor axb ist ein markanter unter ihnen.

Man kann daher die Frage stellen, ob der Lange des Vektors @axb auch eine inhaltliche Be-
deutung zukommt. Folgende (recht trickreiche) Betrachtung erlaubt es, den Betrag von axb
geometrisch zu deuten:
|ax b |2: (ax 6)2 =(a,b;—a, b2)2 +(asb, - a b3)2 +(a,b,-a, b1)2
=a’b?-2a,b,a,b,+a’b’+a’b?-2a,b a,b,+a’b;
+a’b?-2a,b,a,b, +a’b/
=a’b’+a’b’+a’b?+a’bZ+aib?+a’ib’

-2-(a,b,a,b,+a,b,a;b,+a,b,a,b,)

(@2+a’+a?)-(b>+bZ+b2)—(ab,+a,b,+a,b,)?

|al*-1b | - (@-b)* =|al*-|b |~ (|&]-|b|-cos(g))
|al”-1b P =& -|b|*-cos’(p) =|a|*-|b |* - (1- cos’(p))
=|af-|b*-sin*(p).

Insgesamt folgt also: |axb |>=|a|?-|b |- sin?(¢p), wobei ¢ das Mal’ des Winkels zwischen den
Vektoren & und bist.

Wegen 0° < ¢ <180° gilt sin(¢) >0 und man erhdt durch
Wurzel ziehen:

|axb|=]d|-|b|-sin(¢).
Diese Zahl ist die Malizahl des Flacheninhalts des von den
Vektoren d und b aufgespannten Parallelogramms.
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