Parabeln und quadratische
Gleichungen

In Kiasse 7 hast du schon Geraden und Hyperbeln als Funktionsgraphen
kennen gelernt. Jet3t lernst du eine weitere Kurve kennen, und swar die Pa-
rabel zundchst aber nicht als Funktionsgraph, sondern als geometrische
Darstellung der Lisungsmenge von Gleichungen.

Bei den Glezchungen, die du bisher gelost hast, kam die Liosungsvariable x
nur in der ersten Potens; vor. In diesem Kapitel lernst du Gleichungen su lo-
sen, bei denen x in der weiten Potens; vorkommt, so genannte quadrati-
sche Gleichungen.

3.1 Die Gleichung y= ax?
3.1.1 Die Normalparabel

Schon in Klassenstufe 8 haben wir Gleichungen mit zwei Variablen kennen ge-
lernt (Skript Klasse 8, Abschnitt 3.1.2). Wir haben dort lineare Gleichungen mit
zwei Variablen behandelt. Dazu betrachten wir zunéchst ein Beispiel. Da wir
mittlerweile die reellen Zahlen eingefiihrt haben, fithren wir die Betrachtung {iber
der Grundmenge G =R XIR durch.

Beispiel (Lineare Gleichung mit zwei Variablen)

Gegeben ist die lineare Gleichung 3x—y =1.

Losungen der Gleichung sind Zahlenpaare aus der Grundmenge
G=RxR={(x|y)|xe Rund ye R}.

Das Zahlenpaar (1]|2) ist eine Losung der Gleichung, denn setzen wir 1 fiir x
und 2 fiir y in die Gleichung ein, so erhalten wir die wahre Aussage 3-1-2=1.
Das Zahlenpaar (—3|0) ist keine Losung der Gleichung, denn nach dem Ein-
setzen erhalten wir die falsche Aussage 3-(-3)—-0=1.

Um weitere Losungen leichter angeben zu koénnen, 16sen wir zundchst die Glei-
chung nach y auf: 3x—y=1 < y=3x-1.
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Setzen wir nun in die letzte Gleichung fiir x 1
beliebige reelle Zahlen ein, erhalten wir un- 1
endlich viele weitere Losungen: >4
0 fur x eingesetzt, ergibt y=3-0—1=—1.
Also ist (0]|—1) eine Losung. I
% fiir x eingesetzt, ergibt y =3 -%—1 =0. 5
Also ist (%|O) eine Losung usw. 2 /1 i

Die Gesamtheit aller Losungen geben wir in
der beschreibenden Darstellung an: -2
L={(x|y)|xe Rund y=3x-1}.

Die Losungen der Gleichung 3x—y =1 kon-

nen als Punkte in einem Koordinatensystem Bild 3.1

dargestellt werden. Die Menge dieser Punkte heil3t Graph oder Schaubild der
Gleichung.

Da die Umformung 3x—y=1 < y=3x-1 gilt, wissen wir aus Klasse 8

(Skript Klasse 8, Abschnitt 3.4), dass der Graph der gegebenen Gleichung die
Gerade g mit der Steigung 3 und dem y-Achsenabschnitt —1 ist (Bild 3.1).

Wir betrachten jetzt die Gleichung y = x iiber der Grundmenge G =R xR .

Die Gleichung enthilt zwei Variablen, wobei die Variable x in der zweiten Po-
tenz vorkommt. Es handelt sich also nicht um eine lineare Gleichung.

Mithilfe einer Wertetabelle zu y = x* erhalten wir Losungen der Gleichung.

x | 3 ]-25] 2 |-15] -1 |05
29 |625] 4 [225] 1 [025] 0

0 Jos| 1 |15] 2 |25]3
025] 1 [225] 4 |625] 9

Wir lesen aus der Wertetabelle z.B. folgende Zahlenpaare als Losungen ab:
(=319), (—=2,5/6,25), (=2|4) usw.

Die zugehorigen Punkte tragen wir in ein Koordinatensystem ein (Bild 3.2).

Es zeigt sich, dass diese Punkte nicht auf einer Geraden liegen.

Die zeichnerische Darstellung weiterer Losungen liefert weitere Punkte. Man
sieht, dass alle Punkte auf einer gekrlimmten Linie liegen. Da die Lésungsmenge
unendlich viele Zahlenpaare enthilt, konnen wir dieses Verfahren beliebig lange

fortsetzen, bis sich die Punkte zum Graphen der Gleichung y =x* verdichten
(Bild 3.2).

Wir erhalten eine Kurve, die symmetrisch zur y- Achse ist. Sie beriihrt die x- Ach-
se im Ursprung und verlduft sonst vollstdndig oberhalb der x-Achse.
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Man nennt diese Kurve eine Parabel'. Der
tiefste Punkt dieser Parabel ist der Schei-
telpunkt S oder kurz der Scheitel dieser
Parabel; er liegt im Ursprung des Koordi-
natensystems. Die y-Achse ist die Symme-
trieachse der Parabel.

Im Unterschied zu anderen Parabeln, die
wir in den folgenden Abschnitten noch be-
handeln werden, nennt man den Graph von

y = x> Normalparabel.

Normal-
parabel

Merke (Normalparabel)
Der Graph der Gleichung y=x7 ist

eine Kurve. Sie hei3t Normalparabel Bild 3.2
mit dem Scheitelpunkt S(0 | 0).

Wir betrachten nun noch die Gleichung y = —x? iiber der Grundmenge G =R xR .
Mithilfe einer Wertetabelle zu y = —x* erhalten wir Losungen der Gleichung.

x | =25 -2 | -1,5| -1 | =05 0 0,5 1 1,5 2 2,5
—x? =625 —4 |-225| -1 |-025| 0 |-025| -1 |-225| —4 |-625

Der zugehorige Graph ist ebenfalls eine 1
Parabel (Bild 3.3).

Sie ist das Spiegelbild der Normalparabel
beziiglich der x-Achse.

Bild 3.3

! paraballein (griech.), gleich setzen
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3.1.2 Weitere Parabeln
Wir betrachten die Gleichungen y=2x7, y= %xz, y= —%xz und y=-3x7. Sie

haben alle die Form y=ax?. Die Variable a € R heiBt Parameter'. Jeder Wert

von qa liefert eine andere Gleichung.
Mit einer Wertetabelle (auf zwei Nachkommastellen gerundet) erhalten wir die
Graphen zu den obigen Gleichungen (Bild 3.4).

x 0 +05 | +1,0 | 1.5 | +20 | 25 | %30
y=2yx 0 0,5 2 4,5 8 12,5 18
y=1x’ 0 0,13 0,5 1,13 2 3.13 4,5
y=—1x? 0 ~0,08 | -033 | —0,75 | -1,33 | —2,08 | -3
y=—3x 0 075 | -3 | -675 | —12 |-1875| -27

§(010)

a
Bild 3.4

' Parameter (griech. para = gegen, neben, bei; metron = MaR), andere Bezeichnung fiir eine Formvariable, von
der eine Gleichung oder auch eine Funktion abhingt und die systematisch variiert wird, um die Abhéngigkeit
von ihr zu erkennen. Rein formal sind eine Variable und ein Parameter nicht zu unterscheiden, die Unterschei-
dung geschieht lediglich problembezogen.
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Wir erkennen:
Der Graph der Parabel mit der Gleichung y =2x” entsteht aus der Normalpara-

bel, indem man bei allen Punkten des Graphen die y-Koordinaten verdoppelt,
also die Normalparabel mit dem Streckfaktor 2 in y-Richtung streckt.
Der Graph der Parabel mit der Gleichung y = —%xz ergibt sich aus der Normal-

1
3

multipliziert, also die Normalparabel mit dem Faktor —% in y-Richtung streckt.

parabel, indem man bei allen Punkten des Graphen die y-Koordinaten mit —

Dies bedeutet, dass man zuerst mit dem Faktor % in y-Richtung streckt und dann

das Ergebnis an der x- Achse spiegelt.
Allgemein gilt:

Definition 3.1 (Parabeln)

Die Graphen der Gleichungen y =ax” mit a # 0 heiBen Parabeln. Sie ent-

stehen aus der Normalparabel durch Streckung um den Streckfaktor a in y-
Richtung. Sie sind symmetrisch zur y- Achse.

Statt Graph von y =a x” sagen wir auch Parabel mit der Gleichung y=ax?.

Fiir die Parabeln mit der Gleichung y = ax” gilt:

fiir a>0 fiir a<0
e sie sind nach oben gedffnet, e sie sind nach unten geo6ffnet,
e ihr tiefster Punkt ist der Scheitel e ihr hochster Punkt ist der Scheitel
§(0[0), §(0[0),
e flir a >1 ist die Parabel enger ge- e fiir a <—1 ist die Parabel enger ge-
Offnet als die Normalparabel, Offnet als die Normalparabel,

e fiir 0<a <1 istdie Parabel weiter = e fiir —1<a <0 ist die Parabel wei-
gedffnet als die Normalparabel. ter gedftnet als die Normalparabel.





