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4.2 Steigung von Funktionsgraphen an einer Stelle
x, ihrer Definitionsmenge

Wie wir im Abschnitt 4.1 gesehen haben, ist die Steigung einer Geraden tberall
gleich. Bei gekrimmten Graphen dagegen kann man zunéchst nicht von einer
Steigung sprechen.

Um das Steigungsverhalten eines ge- AY Ps
krimmten Funktionsgraphen wenigs-
tens grob zu beschreiben, konnen wir
ihn durch einen Sehnenzug annahern P2 Qs P,

(Bild 4.10). Os

Durch eine Reihe von Kurvenpunkten iy Ps Q4
Po(%o | T(%6))s Pi(Xy | (%)), 2

Pz(lef(Xz))v Po 0
entstehen Steigungsdreiecke P,Q, P, ' Bild 4.10
P1Q;P2, PoP3Qs, ...

In den Steigungsdreiecken kann man die Steigungen der Sekanten P,P;, P,P,,
P,P3, ... berechnen.

v X

Einem Abschnitt des Graphen kann dann als Steigung n&herungsweise die Stei-
gung der zugehorigen Sekante zugeordnet werden.

Man definiert:

Definition 4.2 (Mittlere Steigung) 1y G
Ist die Funktion f auf dem Intervall
[a;b] definiert, so heildt die Stei- f(b)
gung der Sekanten AB, also die Zahl
f(b)-f(a)
b-a
Graphenvonf imIntervall [a ; b].
0= heipy pif- > :
Bild 4.11

mittlere Steigung des f(b) —f(a)

f(a) b-a

V x

Der Quotient

ferenzenquotient zwischen a und b.

Die mittleren Steigungen (Bild 4.10 und 4.11) vermitteln nur ein grobes Bild von
dem Verhalten der Kurve. Die Anndherung wird aber bei wachsender Zahl der
Teilpunkte immer besser. Man kann dann die Steigung des Graphen immer ge-
nauer durch die Steigungen der Sekanten beschreiben.



4 Eingtieg in die Differenzialrechnung 113

Diesfuhrt schliefdlich zu folgender zentralen Fragestellung:
Wie kann man dem Graphen von f in einem Punkt P, (X, | f (X,)) ene Steigung

zuordnen?
Es bietet sich an, diese Fragestellung auf eine Ny Gt
Gerade zurtickzufiihren und dem Graphen as (01
Steigung im Punkt P, die Steigung der
Tangente an den Graphen in diesem Punkt P,
zuzuordnen.

Um diese Tangentensteigung zu berechnen,
wahlt man auf G¢ einen von P, verschiede-  f(x,)
nen Punkt Q( x| f (X)) . Es spielt keine Rolle,
ob Q links oder rechts von Py liegt.

Die Sekante s durch P, und Q hat die Stei-

f(x)-f(x,) . 1
gung ms—x_—xO (Bild 4.124a). f0)-
Bewegt sich nun der Punkt Q auf G; immer
mehr auf den Punkt P, zu, d.h. strebt x gegen
Xo, SO dreht sich die Sekante um P, und geht
schliefdlich in die Tangente t in P, Gber (Bild  f(x,).
4.12b) und die Sekantensteigung m, geht in

die Tangentensteigung m, Uber. Xg +— X
Bild4.12b

Allgemein definiert man:

Definition 4.3 (Steigung eines Funktionsgraphen an der Stelle x,)
F(X) - f(X,)
X—X

0

Falls der Grenzwert der mittleren Steigung far x gegen X,

existiert, so heifdt dieser Grenzwert Steigung des Graphen von f an der
Stelle x, und wird mit f’(x,) bezeichnet.

/ s PO = 1(X)
s ==
f’(x,) gibt auch die Steigung der Tangente an den Graphen im Punkt
P(X, | T(x)) an.
f’(x,) heildt auch Ableitung von f an der Stelle x,.
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Bemerkungen
1. Der Grenzlbergang x gegen X, bedeutet: x kommt der Stelle x, beliebig

nahe, ohne sie jedoch jemals zu erreichen. Esist also stets x # X, was bei der

Berechnung von Steigungen zu beachten ist.

2. Es kann bei einem Funktionsgraphen vorkommen, dass es Stellen gibt, an de-
nen der Grenzwert nicht existiert. Dem Graphen kann dann an diesen Stellen
keine Steigung zugeordnet werden (siehe Seite 127, Beispiel 1).

Beispiel (Berechnung der Steigung an einer Stelle x, der Definitionsmenge)
1
4
G; ander Stelle 1 mithilfe der Definition 4.3.

Dabel gehen wir in zwel Schritten vor:

o Schritt 1
Wir berechnen den Differenzenguotienten an der Stelle 1 und vereinfachen ihn
so weit wie moglich:

Gegeben ist die Funktion f: R — IR, x+— = x*. Wir berechnen die Steigung von

1,21 1,

f(x)-f@) _ 4 4 4 _ _ 1
x-1  x-1  x-1 x—1 x+1 4 (x+1).

Hinweis. Der Faktor (x—1) ist wegen x=#1 stets von null verschieden und

kann daher gekiirzt werden.

(x* 1) %-(x+1)-(x—1)

e Schritt 2
Wir bilden den Grenzwert Iin}%:lf(l):
) f(X)—f(l)_. 1 _1
M=z —imz x+=3.

Die Steigung des Graphen von f an der Stelle 1 it % Somit gilt (1) =%.





