Wachstum

4.1 Wachstum und Abnahme

Basisaufgabe zum selbststandigen Lernen

Bundestagswahlen: Kosten in Mill. Euro Bundestagswahlen: Kostenanstieg in %
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Beantworte die unten stehenden Fragen; informiere dich zuerst, was man unter absolutem
bzw. relativem Zuwachs oder Abnahme versteht. Erganze dazu die L ticken.

Aus der Differenz zweier Werte ergibt sich der absolute Zuwachs bzw.

die absolute Abnahme.
Beispiel: Jahr 1997 1998 1999
€ 1520 1702,40 1617,28
Absoluter Zuwachs von 1997 bis 1998: €
Absolute Abnahme von 1998 bis 1999: €
Aus dem Quotient zweier Werte ergibt sich der relative Zuwachs bzw.
dierdative Abnahme.
Beispiel: Jahr 1997 1998 1999
€ 1520 1702,40 1617,28
Relativer Zuwachsvon 1997 bis1998 in Prozent: %
Relative Abnahme von 1998 bis 1999 in Prozent: %

e Ineinem Zeitungsartikel steht: Die Kosten fur die Durchfihrung einer Bundestagswahl
steigen immer mehr und immer schneller. Wie kommt der Artikelverfasser zu dieser
Einschatzung?

e Umwieviel Euro sind die Kosten fur die Durchfiihrung einer Bundestagswahl von 2002

im Vergleich zu 2013 absolut gestiegen? Welchem relativen Zuwachs entspricht dieser
K ostenanstieg?

e Nachrichtenagentur Reuters berichtet: Bundestagswahl 2017 kostet 92 Millionen Euro.

Im Jahr 2013 hatten sich die Kosten noch auf 77 Millionen Euro belaufen. Die Erho-
hung auf 92 Millionen Euro ware damit ein Zuwachs um etwa 16 Prozent.

Entdecke den Fehler in dieser Meldung.
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1. Wertverlust einer HIFI-Anlage des Herstellers BIGBASS
a) Welchen Wert hat eine An- 1000
lage, die 3650 EUR gekostet
hat, noch nach sechs Jahren? 9001
800 -
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= 600
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2. Bevdlkerungsentwicklung einer Stadt seit 1970

b)

Einwohnerzahl
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Von 1970 bis 1984 ist die Einwohnerzahl von
gesunken. Gib die absolute Abnahme an.

Von 1984 bis 1992 steigt die Einwohnerzahl rasant an.
*  Gib den absoluten Zuwachs an:
*  Gib den relativen Zuwachs an:

Wie viel Prozent der Einwohnerzahl von 1970 entspricht die Zahl im Jahr 20027

1994

auf

2002
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4.2 Lineares Wachstum

Basisaufgabe zum selbststandigen Lernen

Ein Stalagmit in einer Hohle ist 1,2 m hoch. Er wachst
jahrlich um durchschnittlich 3 mm. Wie viele Zentime-
ter ist der Stalagmit nach 10 Jahren angewachsen und
wie hoch ist er dann?

Mathematisch betrachtet handelt es sich dabei um
eine Zuordnung, bei der der Zeit die H6he des Sta-

lagmiten zugeordnet ist.

Zeitt in Jahren— HoOhe in m

Das Schaubild zeigt das Wachstum des Stalagmiten in Abhéngigkeit von der Zeit.
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a) Beschrifte die beiden Koordinatenachsen sinngemals.
b) Wasstellen die Punkte A, B und C im Koordinatensystem dar?
c) Kannst du ablesen, wie hoch der Stalagmit nach 100 Jahren ist?
d) Erganze.
Jahre | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Hohe
(mm)

€) Wiehoch st der Stalagmit nach 10 Jahren? Gib den Rechenweg an.

Andert sich bei einem Wachstumsvorgang ein Wert B(t) in gleichen Zeitabstanden t
immer um dieselbe Konstante b (Wachstumskonstante), so spricht man von linearem
Wachstum. B steht allgemein fir Bestand, B(0) ist der Anfangswert.
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a) Begrunde, warum das Stalagmitenwachstum linear ist.
b) Berechne B(11) mit Hilfe von B(10).
c) Fur lineare Wachstumsprozesse gilt folgende Wachstumsformel:
B(t+1) =B(t) +b
Beschreibe die Wachstumsformel in Worten.

d) Berechne B(500), die Hohe des Stalagmiten in 500 Jahren. Peter meint: ,Das wird
eine zeitaufwendige Rechnung!* Er Uberlegt sich ein aternatives Rechenmodell, das
schneller zum Ergebnis flhrt. Erganze Peters Rechenmodell.

e B 1,20 m + 0,003 m 1,20 m + 1-0,003 m

B(2)

B(1) + 0,003 m

1,20 m+ 2-0,003 m

B3) = =

B(4) = =

B(500)

B(1)

Lineare Wachstumsprozesse lassen sich mit Hilfe von Wachstumsformeln auf
zwei Arten darstellen.

Rekursive Darstellung Bt+1)=B({) + b
Explizite Darstellung B(t) = B(0) + b-t

Seit dem Jahr 2010 wird das Wachstum eines Stalagmiten beobachtet. In jedem Jahr wird
seine Gesamthohe notiert.

2000 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015

1568 m \ 1576 m \ 1584 m \ 1,592 m \ 16m \ 1,608 m
a) Auf welche Hohe wird er im Jahr 2020 und 2025 angewachsen sein?

b) Gib eine Wachstumsformel in der expliziten Form mit B(0) = 1,60 m an und berech-
ne damit die Hohe des Stalagmiten im Jahr 2100.

¢) Inwelchem Jahr wird der Stalagmit erstmalig eine Hohe Uber 2 m haben?
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4. Ein Stalagmit in einer slowenischen Karsthohle ist heute 2,4 m hoch. Man geht von einem

7.

jahrlichen konstanten Wachsen von 5 mm aus.

a)  Wiehoch war der Stalagmit vor 200 Jahren?

b) Inwievielen Jahren wird der Stalagmit die Hohe von 3 m Uberschreiten?
c) Vorwievielen Jahren war der Stalagmit 2,30 m hoch?

d) Ineiner alten Beschreibung des obigen Stalagmiten steht zu lesen:

Das Wachstums des Stalagmiten kann mit der Formel B(t) = 2,10 m+ 0,005-t ange-
geben werden.

Vor wie vielen Jahren ist diese Formel geschrieben worden?

Auch Baume wachsen anndhernd konstant. Ein Baum wird heute in den Garten gepflanzt.
Zu diesem Zeitpunkt ragt er 1 m aus dem Boden heraus. Er wéchst durchschnittlich 20 cm
im Jahr.

a) Erganzedie Tabelle.

Zeit (Jahre) 5 8 10 12 15

Hdohe (m)

b) Nachwievielen Jahrenist der Baum 5 m hoch?

c) Einweiterer Baum hat bei gleichen Wachstumsbedingungen nach 20 Jahren eine Hohe
von 5,50 m? Wie hoch ragte er beim Pflanzen aus dem Boden heraus?

Ein Wasserbecken ist mit 60 000 Liter Wasser bis zum Rand gefiillt. Uber einen Abfluss
laufen pro Minute 40 Liter in die 6ffentliche Kanalisation.

a) Begrunde, warum essich bei diesem Vorgang um ein lineares Abnehmen handelt.
b) Wieviel Wasser befindet sich nach einer Stunde noch im Becken?
c) Nach welcher Zeit ist das Becken leer gelaufen?

d) Stelle diesen Abnahmevorgang durch eine rekursive und eine explizite Abnahmefor-
mel dar, wobei die Zeitabschnitte t in Stunden angegeben werden.

GleichmaRig additives Wachsen GleichmaRig additives Abnehmen
400 400
350 350
300 300 H
250 250 H 1
E E
U 200 U 200 H 1 1 [+
R — R
150 | 150 -+ 1 FH [
100 = 100 +H A HH HH
50 4 1 - HH 50 1 1 1
0 . 0
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
Jahre Jahre
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a) Stelle den Wachstumsvorgang in einer Tabelle dar.

t (Jahre) 1 2 3 4 5 6 7

B (€)

* Bestimme die absolute Anderungsrate pro Jahr (Wachstumskonstante).
* Vervollstandige das Balkendiagramm bis 7 Jahre.
* Bestimme B(0), den anfanglichen Geldbetrag.
* Berechne B(10) rekursiv und explizit.
b) Gib den Wachstumsvorgang in der rekursiven und expliziten Darstellung an.

c) Stelleden Abnahmevorgang in einer Tabelle dar.

t (Jahre) 1 2 3 4 5 6 7

B (€)

* Bestimme die absolute Anderungsrate pro Jahr (Abnahmekonstante).
* Vervollsténdige das Balkendiagramm bis 7 Jahre.
* Bestimme B(0), den anfanglichen Geldbetrag.
* Berechne B(9) rekursiv und explizit. Was stellst du fest?
d) Gib den Abnahmevorgang in der rekursiven und expliziten Darstellung an.

Explizite Wachstumsformel und Geradengleichung

Basisaufgabe zum selbststandigen Lernen

® Fritz bekommt von seinem Patenonkel 50 € geschenkt. Er verspricht ihm, jedes weitere
Jahr 20 € zu schenken. Wie viel Geld hat Fritz nach drei Jahren?

A

y

\ Ao¥
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Beschrifte die Achsen sinngemdl.

Stelle das Gel dwachstum im Koordinatensystem graphisch dar.

Modelliere (beschreibe) das Geldwachstum durch eine Wachstumsformel in der expli-
ziten Darstellung.

Die explizite Wachstumsformel fur lineares Wachsen entspricht der Gera-
dengleichung y = m-x + n. Der y-Achsenabschnitt n stimmt mit dem Anfangs-
wert B(0), die Steigung m mit der Wachstumskonstante b tberein.

8. Das lineare Wachstum einer Tanne wird durch die Geradengleichung y = 0,3:x + 0,9 be-
schrieben. Die Mal3einheit ist 1 Meter.

a)
b)
c)

Wie hoch war die Tanne am Anfang?
Um wieviel cm soll die Tanne gemald der Geradengleichung jahrlich wachsen?

Tannen werden geféllt, wenn sie 5 m hoch sind. Wie viele Jahre nach dem Pflanzen
wird das etwa sein?

9. Peter mochte nach dem Abitur an einer Universitdt Mathematik studieren. Sein reicher
Patenonkel unterstiitzt ihn mit einem grofReren einmaligen Geldbetrag. Peter kalkuliert, wie
viel Euro er sich monatlich von diesem Geldbetrag nehmen kann, um sein Studium zu fi-
nanzieren. Mit der Geradengleichung y = —0,4-x + 20 modelliert er die Abnahme des
Geldbetrags, den sein Patenonkel ihm zur Verfligung gestellt hat. Die Mal3einheit ist 1.000
Euro.

a)
b)
©)
d)

Wie viel Euro hat ihm sein Patenonkel zur Verfligung gestellt?
Wie viel Euro mochte Peter sich von diesem Geldbetrag monatlich nehmen?
Auf wieviel Euro ist seine Geldreserve nach finf Semester (22 Jahre) geschrumpft?

Reicht das Geld aus, wenn sein Studium 8 Semester + 1 Priifungssemester dauert?
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10. Modéellieren eines Wachstumspr ozesses

Anhand einer realistischen Datenmenge (siehe Tabelle von Carlson) wird das Wachstum
einer Hefekultur beschrieben. (Grafiken aus Fachbereichsarbeit, 2014, Kerstin Wolf)

Zeitt Hefemenge Zeitt Hefemenge
in Std. B(t) in mg in Std. B(t) inmg
0 9,6 10 513,3
1 18,3 11 559,7
2 29,0 12 594,8
3 47,2 13 629,4
4 71,1 14 640,8
5 119,1 15 651,1
6 174,6 16 655,9
7 257,3 17 659,6
8 350,7 18 661,8

9 441,0

Die Schilerinnen und Schiler unterhalten sich Uber die Art des Wachstums der Hefe-
kultur. Vorgeschlagen wird, die Datenmenge graphisch in einem Koordinatensystem
darzustellen. Peter hat ein Wachstumsmodell, das an die realen Daten angenahert ist,
zeichnerisch dargestellt.

v

20

a) Beschrifte die Achsen und beschreibe ihre Skalierung.

Beschreibe das Wachstum. Uberlege dir, welches Wachstumsmodell sich den gegebenen
Daten annahert?

b) Um welches Wachstumsmodell handelt es sich?
Erkennst du Nachteile bzw. Unkorrektheiten an Peters ausgewéhlten Wachstumsmodell?

Realistische Daten lassen sich oftmals nur angenahert durch ein mathematisches
Modell beschreiben.




