Quadratische Funktionen

6.1 Die allgemeine gquadratische Funktion

Im Alltag sowie auch in den Naturwissenschaften treten vielfach Zusammenhange
auf, bei denen die Anderung einer GréRe vom Quadrat der anderen GrofRRe abhangt.

In Fahrschulen wird z. B. eine Faustformel zur Berechnung des
Bremsweges (d. h. des Weges, den ein Fahrzeug nach Einsetzen
des Bremsvorgangs bis zum Stillstand zuriicklegt) haufig wie
folgt formuliert:

,Der Bremsweg s ergibt sich in der Einheit Meter, indem man den Zah-
lenwert der in knvh gemessenen Geschwindigkeit v quadriert und durch
100 dividiert.”

Der Zusammenhang zwischen dem Bremsweg s (in m) und der Geschwindigkeit
v (in km/h) kann beschrieben werden durch die Gleichung

In dieser Gleichung tritt die Variable v in der zweiten Potenz (,,im Quadrat”) auf.
Funktionen dieser Art bezeichnet man als quadr atische Funktionen.

Die Graphen quadratischer Funktionen sind ge-
krimmte Linien und werden als Parabeln be-
zeichnet. Parabelformige Bogen sind z. B. als
Bestandteile von Briicken zu finden.

Wir wollen im Folgenden quadratische Funktionen betrachten, deren Funktions-
gleichungen aulRer dem quadratischen Term x° weitere Glieder enthalten.

Allgemeine quadratische Funktion
Eine Funktion der Form

f:R >R, x> a‘+bx+cmita,b,ce R und a0
heil3t allgemeine quadr atische Funktion.

Das Zidl der nachsten Abschnitte besteht darin, schrittweise einen Uberblick tiber
die Graphen quadratischer Funktionen zu gewinnen.
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6.1.1 Die Normalparabel

Durch die Zuordnungsvorschrift

f:R >R ; x> X
ist die einfachste Funktion mit einem quadratischen Funktionsterm gegeben. Man
bezeichnet sie als Quadratfunktion.
Wesentliche Eigenschaften der Quadratfunktion sind:

e |hr Graph ist eine gekrimmte Linie und wird als
Nor malpar abel * bezeichnet.

e Der Koordinatenursprung ist der tiefste Punkt der
Normalparabel. Man bezeichnet ihn as Schei-
telpunkt SO | 0). Alle anderen Punkte der Nor-
mal parabel liegen oberhalb der x-Achse.

¢ AlsWertemenge der Quadratfunktion ergibt sich
W=[0; o[, denn firr dlex e R gilt x*> 0.

e Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse, YA

denn fir jedes x R gilt: 1.
f(-x) = (x> =X = ().

Die y-Achse wird als Symmetrieachse bezeich-

net. Der Scheitelpunkt SO | O) ist der einzige

Punkt der Normalparabel, der auf der Symme- . .

trieachse liegt?, ' 1

(0] \ 4l (9
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Aufgaben

1. Prifen Sie zeichnerisch, welche Punkte auf der Normalparabel liegen. (Sie
konnen eine Schablone verwenden.)

a) A(2,5]6) b) B(-1,5|2,25) ) C(-2,5|6,25)

2. Entscheiden Sie rechnerisch durch eine Punktprobe, welche Punkte auf der
Normalparabel liegen.

a) A(-0,8|-0,64) b) B(2,5]6,25) ) C(-1,4|-1,96)

3. Bestimmen Sie die fehlenden Koordinaten so, dass die Punkte auf der Nor-
mal parabel liegen. In welchen Fallen gibt es mehrere Moglichkeiten?

a A07|?) b BA5|?) o CEI?) d) D(HZ|?)
§ E(-vio|?) f) F-21?) g G(?]8) h) H(?|121)

! Zum Zeichnen der Normalparabel kann eine Schablone verwendet werden, die im Handel angeboten wird.
2 Symmetrieeigenschaften von Funktionen werden in Band |1 wieder aufgegriffen und vertieft.
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6.1.2 Verschiebungen der Normalparabel

Wir betrachten Variationen der Quadratfunktion und gehen dabei dhnlich vor wie
bei der Behandlung der allgemeinen Betragsfunktionen.

Verschiebung in y-Richtung

Wir betrachten zunéchst den Ubergang von der Quadratfunktion x — x* zu Funk-
tionen der Form x — X + ys Der Parameter ys bewirkt eine Verschiebung in y-
Richtung gegentiber der Normal parabel.

g: X xX*+15 h: x> xX-1
\‘ y1\ ; \‘ W\ ".
6.1.2a
S(0]1,5)
'O 1 :>)< 0(0| 0) O(Oll 0)
1 S0]-1)
Verschiebung: um 1,5 nach oben Verschiebung: um 1 nach unten

Verschiebungin y-Richtung
Der Graph der Funktion f: IR >R, X — X +ys ist einein y-Richtung
verschobene Normalparabel mit dem Scheitelpunkt SO | ys). Dabel erfolgt

die Verschiebung
e flr ys> 0 nach oben, e flr ys< 0 nach unten.

Verschiebung in x-Richtung

Wir betrachten den Ubergang von der Quadratfunktion x — x* zu Funktionen der
Form X — (X — Xg)>. Der Parameter xs bewirkt eine Verschiebung in x-Richtung
gegentiber der Normal parabel.

g: X (x—2)° h:x|—>(x+135)2

S(-1,5]0)«0O(0| 0) !
Verschiebung: um 2 nach rechts Verschiebung: um 1,5 nach links

O(0| 0)1—> S(210)
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Verschiebung in x-Richtung

Der Graph der Funktion f: R ->IR, X > (X— X9 ist einein x-Richtung
verschobene Normalparabel mit dem Scheitel punkt S(xs | 0). Dabel erfolgt
die Verschiebung

e fUr x> 0 nach rechts, e fUr xs< 0 nach links.

o

AUfgaben ABZS.LZ

4. Bestimmen Sie zu den Parabeln die Verschiebung und den Scheitel punkt.
Zeichnen Sie je drei Graphen in ein gemeinsames K oordinatensystem.

a f:xeo xX-3 b) g: x> (x-1)° €) h: x> X+42
d f: x> xX+35° € g:x— X¥+25 f) h: x> (x—1,5)

5. Lesen Sie die Funktionsgleichungen der verschobenen Normalparabeln aus
dem Schaubild ab.

6. Die Normalparabel wird wie angegeben verschoben. Geben Sie eine Funkti-
onsgleichung fir die verschobene Parabel und den Scheitel punkt an.

a) 3 Einheiten nach rechts b) 2,5 Einheiten nach unten
c) 6 Einheiten nach oben d) % Einheit nach links

7. Gegeben ist der Scheitelpunkt einer verschobenen Normalparabel. Geben
Sie eine zugehdrige Funktionsgleichung an.

a S0[-9) b) §-45]0) ¢) S1.5/0) d) S0[3,5)
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6.1.3 Streckung und Stauchung der Normalparabel

Der Graph der Funktion
f:R >R, X ax
ist fir a > 0 eine nach oben geodff-
nete Parabel, die
e flra> 1 gestrecktist
(Der Graph verlauft steiler
alsdie Normalparabdl),
e flrO0O<a<1gestauchtist
(Der Graph verlauft flacher
alsdie Normalparabdl).

Fir a < 0 ist die zugehdrige Parabel nach unten getffnet. Sie ergibt sich durch
eine zusatzliche Spiegelung an der x-Achse.

Streckung oder Stauchung in y-Richtung

Der Graph der Funktion f: R >R, X — a- x* mit dem Formfaktor a= 0
ist eine in y-Richtung gestreckte oder gestauchte Par abel. Dabei gilt:
. a> 1. Streckung (Die Parabel ist enger gedffnet als die Normal parabel.)
e O<a< 1 Stauchung (DieParabel ist weiter gedffnet als die Normalparabel.)

Formfaktoren a < 0 bewirken zusétzlich eine Spiegelung an der x-Achse.

Aufgaben

8. Entscheiden Sie, ob die zugehtrigen Parabeln nach oben oder nach unten
gedffnet und ob sie gestreckt oder gestaucht sind.

8 y=-45¢ b y=2xX ¢ y=09%8¥ dy=-2%

9. Lesen Sie Gleichungen der zugehdrigen quadratischen Funktionen ab.

3) y b) ; 7
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