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16.4.6 Das Vektorprodukt
Definition des Vektor produkts

Wir betrachten im dreidimensionalen Raum zwei nicht ¢
kollineareVektoren &, b € R*\{ 0} .

Gesucht ist ein Vektor X R®, der auf jedem der bei- B
den Vektoren @ und b senkrecht steht, fiir den also /
gilt: D > é

alxundb L X.

Die Aufgabe ist nicht eindeutig |6sbar, da die Lange und auch die Richtung des
L 6sungsvektors nicht eindeutig bestimmt sind. Die Abbildung zeigt nur einen

moglichen von den unendlich vielen Losungsvektoren. Selbst unter den Vektoren
der Lange 1 gibt es noch zwel entgegengesetzt gerichtete L 6sungsvektoren.

...........................

Die beiden Orthogonalitatsbedingungen bedeuten a-x=0 und b-x=0. £E3@
a,X,+a, X, +a,x, = 0 —
Siefiih dem Gleich st S Nachweis
efuhren zu dem Gleichungssy em{lelerzszrb3x3 _ 0 16464
a, bs_as bz
Eine L6sung dieses Gleichungssystemsiist der Vektor X =| a,b, —a, b,
albz_az b1
Man definiert:
Vektor produkt
al
Fir die Vektoren a=| a, | und 6: des R® heil’t der Vektor

a,b,—a,h,
axb:=| a,b,—a,b, | (lies. aKreuz b)

das Vektorprodukt von & und b. axb steht senkrecht auf & und b .

Hierbei ist zu beachten:
e Das Vektorprodukt ist nur fur Vektoren des IR definiert, nicht fiir Vektoren des R” .
o DasVektorprodukt zweier Vektoren ist wieder ein Vektor. Der Name V ektorprodukt lei-
tet sich wie auch beim Skal arprodukt vom Ergebnis her ab.
¢ Dieobige Definition bezieht den Nullvektor und auch den Fall ein, dass die beiden Vek-
toren kollinear sind. Es bleibt zu klaren, welche Bedeutung dem V ektorprodukt in diesen
Féallen zukommt.
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Die Komponenten von axb sehen etwas kompliziert aus und lassen sich nicht
so leicht merken. Hier kann z.B. das nachfolgend dargestellte Schema helfen.

e Man schreibt die ersten beiden Zei- ~Y

len noch einmal unter das Produkt |8 /b g ¥
und streicht dann die erste Zeile. a, a,b,—a,b,

 Die Komponenten von axb er- a, \‘ —»| a,b—ab,
geben sich, wenn man, wieimRe- > b ab.—ab
chenschemadargestellt, Uber Kreuz ~ “* ~~-* e
rechnet. a 7 b,

Dieses Rechenschema erklart, dass man statt Vektorprodukt haufig al's Synonym
auch die Bezeichnung Kreuzprodukt verwendet.

Beispiel (Vektorprodukt berechnen)

3 7
Berechnet werden soll das Vektorproduktvon @ =| 1| und b =| 4].
0 -1
3 7 1-(-1) - 0-4 -1 Merkschema:
axb=|1|x| 4|=| 07 - 3-(-1)|=| 3 [1: I“]
0/ |-1 34 - 17) | 5 0 :
3 S” 7
1 »' 4
-1
Zur Kontrolle kann man nachrechnen, dass der berechnete Vektor axb =| 3
5
3 7
orthogonal zu jedem der gegebenen Vektorena = | 1{und b =| 4| ist:
0 -1
3 -1
e a-(axb)=|1 3[/=3-(-1)+1-3+0-5=-3+3+0=0
0 5
7 -1

]
T
~
Qy
X
(o]
~
I
1NN

3|=7-(-1)+4-3+(-1)-5=-7+12-5=0
~1) | 5



124

16 Vektoren

Rechenregeln fur das Vektor produkt

Wie beim Skalarprodukt lassen sich auch aus der Definition des Vektorprodukts
Rechenregeln ableiten. Sie sind nachfolgend in einer Ubersicht zusammengefasst.

Rechenregeln fir das Vektorprodukt

PDF

Adobe

Nachweis
16.4.6b

Fir alle a,b, ¢ e R® sowie 1R gilt:
(1) axb=—(bxa)

(2) ax(b+c)=axb+axc

(3) (1-a)xb=ax(1-b)=21-(axb)

(Antisymmetrie)
(Distributivgesetz)
(Vertraglichkeit mit S-Multiplikat.)

(4) axa=0
Aufgaben
81. Berechnen Sie die V ektorprodukte.
2 7 1 0 2 -1 1 -2
a) |0 x| 4 b) 1| x |1 c)| O 1) d)|-3|x 6
1 -1 0 1 -1 -3 2 —4
0 0 1 0 1 -3 0
e [1|x]|2 f) | -2 x 1| g) 2 hy| 2|x|0
0 3 0 -2 2 -1 0

82. Errechnen Sie einen Vektor, der zum Vektor a und auch zum Vektor b or-

thogonal ist. Bestéatigen Sie die Orthogonalitéat anschlief3end rechnerisch.

1 1 -1 2
a a=| 4| ; b=|1 by d=|-2|; b=|-3
-1 0 3 2

. Berechnen Sie zunachst @xb und dann bxa.
WEelche Eigenschaft des Vektorprodukts ergibt sich?

-1 1 3 1
a a=| 0|; b=|0 by d=|-1| ; b=|-1
3 1 1 1
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Orientierung des Vektor produkts
Fir das Vektorprodukt @xb zweier Vek-

. A axb
toren d und b gilt: 5
(axb)_La und (axb)Lb. B
Der Vektor dxb steht somit senkrecht auf . z >a
der von den beiden Vektoren a und b auf-
gespannten Ebene e. Y65
X

Der Vektor axb wird auch als ein Normalenvektor zu der von den Vektoren @ und b auf-
gespannten Ebene e bezeichnet. Das Wort ,,normal“ leitet sich aus dem Lateinischen ,,norma-
lis* ab und bedeutet soviel wie,, der Norm entsprechend* oder ,,im rechten Winkel gemacht”.

Es bleibt noch zu klaren, wie sich die Orientierung des Vektors axb zu der von
den Vektoren a und b aufgespannten Ebene bestimmen |&sst.

Die Vektoren &, b, axb bilden in dieser Reihenfolge, ebenso wie die Koordi-
natenachsen unseres K oordinatensystems, ein Rechtssystem. FUr diesen Sachver-
halt gibt es zwei Merkregeln, die insbesondere auch in der Physik verwendet wer-
den.

e Rechte-Hand-Regel

Die Richtung des Vektors axb lasst sich mit dieser
Regel wie folgt bestimmen:

Wenn der Daumen der gespreizten rechten Hand in Richtung
von a und der Zeigefinger in Richtung von b zeigt, dann
zeigt der Mittelfinger, wenn er auf der von Daumen und Zei-
gefinger aufgespannten Ebene senkrecht steht, in Richtung
von axb.

e Schraubenregel

Die Richtung des Vektors axb lasst sich mit dieser
Regel wie folgt bestimmen:

Dreht man & Uber den kleineren Winkel in die Richtung und
Orientierung von b, dann entsteht dabei eine Drehrichtung,
die — auf eine normale Schraube angewandt — diese Schraube
in die Richtung und Orientierung von @ x b bewegen wiirde.
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Aufgaben

84. Gegeben sind Pfeile von Vektoren a und b in der a b
Zeichenebene.
Ubertragen Sie die Skizze ins Heft und zeichnen Sie
die Richtung von axb durch e oder x ein, je nach-
dem, ob die Pfeile von axb aus der Zeichenebene he- -
raus oder aber in die Zeichenebene hinein zeigen. b

Tl
Q)

85. Entscheiden Sie, ob die dargestellten Vektoren &, b und ¢ in dieser Reihen-
folge ein Rechtssystem bilden.

a) b) C)

4
v ) /

86~ Ein Magnetfeld mit der Flussdichte B bt auf ein mit der Geschwindigkeit v
bewegtes Teilchen, das die Ladung q tragt, die Kraft

F=q-(VxB)
aus. Man bezeichnet diese Kraft als L orentz-Kr aft.

Dabei ist das Vorzeichen der Ladung q zu berticksichtigen.
In welcher Richtung wirkt in den fol genden Abbildungen die Lorentz-Kraft?

a) b) ® @d)@ @
@@9\76} ?@9\76) @T@ @l@
OO0 000 gig O O

@ bedeutet, dass die Flussdichte B aus der Zeichenebene heraus zeigt.
® bedeutet, dass die Flussdichte B in die Zeichenebene hinein zeigt.

a

O

87¢ Das Drehmoment M kann as Vektorprodukt in der Form M =axF be-
schrieben werden.

Erlautern Sie die Bedeutung des Begriffs Drehmoment und die Bedeutung
der Vektoren a und F (Internetrecherche oder Literaturstudium).
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Flacheninhalt von Parallelogramm und Dreieck
Fiir zwei Vektoren @ und b des R® ist axb ein Vektor, der sowohl senkrecht zu
a alsauch zu b ist. Neben dieser besonderen Auszeichnung der Richtungvon ax b
hat auch der Betrag |axb | eine bemerkenswerte geometrische Bedeutung. Eine
etwas aufwendige Rechnung fiihrt zu folgender Darstellung fiir |axb |

Komponentenfreie Dar stellung des Betrags des Vektor produkts

Sind & und b beliebige Vektoren des R® mit &, b = 0, so gilt
o _ e - Adobe
|axb|=|al-|b]|-sin(p), i —
wobei ¢ das MaR des Winkels zwischen den Vektoren a und b ist.  1646¢

Diese komponentenfreie Darstellung l&sst sich auch
geometrisch interpretieren.
In dem von den Vektoren a und b aufgespannten
Parallelogramm ist die Hohe h, auf die Grundseite
gegeben durch h, = |b|-sin(g).
Fir den Flacheninhalt des Parallelogramms ergibt sich damit:

1(A) = Grundseite- Héhe=|a|-h, =|a|-|b|-sin(p) = |axb].

b

Q)

Flacheninhalt von Parallelogramm und Dreieck
Fir den Flacheninhalt des von den Vektoren
a und b im Raum aufgespannten Parallelo-
gramms gilt:

o
>

u(A)=|axb|. -~

Ein von den Vektoren 4 und b im Raum er-
zeugtes Dreleck besitzt den Flacheninhalt:

1 _ s
H(A)=5-laxbl. v

Ol

Q

Beispiel (Flacheninhalt eines Parallelogramms ber echnen)
1 1
Gegeben sind die Vektoren a=| 1| und b=| -2 |.
0 1
Die Vektoren & und b spannen ein Parallelogramm auf mit dem Flacheninhalt;
1 1 1
u(A)=laxb|=||1|x|-2||=||-1]|=411 »332.
0 1 -3
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Beispiel (Flacheninhalt eines Dreiecks ber echnen)
Gegeben sind die Punkte P(1]-2]1), Q(-1|0]2) und R(-3|3]1).

-2 -4
_ —> . >
Esgilt: a=PQ=| 2|undb=PR=| 5].
1 0
Fur den Flacheninhat des Drelecks PQR folgt: P a Q
—2 -4 -5
_Liaxpl=t. _1 2422 ~
y(A)_§|a><b|_E 2|x| 5 =5 4 =5 45 ~ 3,35.
1 0 -2
Aufgaben

88. Begriinden Sie: Ein von den Vektoren @ und b erzeugtes Dreieck besitzt den
Flacheninhalt 1 (A) :%- |axb|.

89. Gegeben sind A(-1]|-3|6), B(5|-1|8), C(3|5]|-2) und D (-3|3|-4).
a) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Parallelogramms ABCD.

90. Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.
a) A(1]-1|7), B(1]5|11) und C(3|4|-5)
b) A(8|0]|2), B(7|7]2) und C(3]6]9)

91. Gegeben sind die Punkte A(1[1]0), B(0|3|1) und C(-2|4|4).
a) Bestimmen Sie den Punkt D so, dass das Viereck ABCD ein Parallelo-
gramm ist.
b) Wo und unter welchem Winkel schneiden sich die Diagonaen?
c) Welchen Flacheninhalt hat das Parallelogramm?

92. Gegeben sind die Eckpunkte A(2|1]-1), B(0|3|-2) und C(1|2]|0) eines
Dreiecks.

a) Berechnen Sie die Langen der Seiten, die Mal3e der Innenwinkel und den
Flacheninhalt des Dreiecks.

b) Berechnen Sie mithilfe des Flacheninhalts die Lange der Dreieckshthen.
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93.

94,

95.

Gegeben sind die Punkte A(5|6|1), B(2|6]|1),

C(0]2]1), D(3]2]1) sowie S(2,5]|4]5).

Das Viereck ABCD ist die Grundfl&che einer

Pyramide mit der Spitze S.

a) Welche Lange besitzt die Seitenkante BS?

b) Weisen Sie nach, dass es sich bel dem Vier- /-
eck ABCD um ein Parallelogramm handelt. A

c) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Parallelogramms.

d) Bestimmen Sie die Koordinaten des Ful3punkts M.

€) Welche Hohe besitzt die Pyramide? Welcher Wert ergibt sich damit for
das Volumen der Pyramide?

Die Abbildung zeigt ein Zelt mit der Form einer Pyramide mit quadratischer
Grundflache der Seitenlénge 2m und der Spitze Sin 2m Hohe Uber dem Mit-
tel punkt der Grundfléche.

In der Vorderflache PQS befindet sich die tra-

pezformige Einstiegsdffnung ABCD.

Dabel sind C und D die Mittelpunkte der Stre-

cken BS bzw. AS. Die Strecken PA und BQ

haben jeweils die Lange 0,5m.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte
AB,C,DundS i

b) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. X Q

¢) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Einstiegsoffnung.

Gegeben sind die Punkte A(6]0|0), C(0]6]0) X3
und F(6]3]3).

Die Punkte A, B, C und der Ursprung O legen
ein Rechteck fest.

Zusammen mit den Punkten E und F wird an
Dachstuhl beschrieben.

a) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dach-
bodens.

b) Berechnen Sie den Flacheninhalt der Seiten-
flachen des Dachstuhls.

¢) Berechnen Sie das Volumen des Dachstuhls.






