Fibonacci-Folge

(Helmut Umla MMXIX)

Aufgabe 1

Im Jahre 1202 nach Chr. erschien das Buch Liber abaci von
Leonardo von Pisas (ca. 1170 — 1240), auch Fibonacci (Sohn des
Bonacci) genannt. In diesem Buch findet man die beriihmte
Kaninchen-Aufgabe:

In einem abgegrenzten Gebiet befindet sich ein neugeborenes s
Kaninchenpaar. Nach einem Monat ist das Paar geschlechtsreif und bringt nach einem weiteren
Monat monatlich ein neues Paar zur Welt. Die Nachkommen verhalten sich ebenso. Alle Kaninchen
leben ewig.

Mit f,, bezeichnen wir die Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Monat.

a) Berechne die Zahlen f;, f5, f3 und f,.

b) Wie ergibt sich die Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Monat (n = 3) aus der Anzahl der
Kaninchenpaare in den beiden vorausgegangenen Monaten. Stelle eine Rekursionsformel auf.

c) Die Zahlenfolge (f;,)nen*heiBt Fibonacci-Folge.
Berechne mit der Rekursionsformel die Folgenglieder bis zum Index 15.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
ful 1 1

d) Berechne die Summe der Quadrate zweier aufeinanderfolgender Glieder, also fi + [, f# + f# usw.
Fallt dir eine GesetzmaRigkeit auf?

e) Beweise, dass fir allen € N* gilt: fon41 = fi2 + fi21

Du hast in d) fiir einige n die Giltigkeit der Formel nachgewiesen. Du kénntest weitere Falle
Uberprifen, aber so wirst du nie zum Ende kommen. Man beweist stattdessen folgende Implikation:

Wenn die Formel fiir f3, fs, ..., fant1 gilt, dann gilt sie auch fiir das ndchste Folgenglied mit
ungeradem Index, d.h. fonis = fi21 + fi2ia.

@ Erldutere zunachst, wieso aus d) und der Implikation folgt, dass die Formel fiir alle n € N* gilt.
@ Beweise die Implikation, indem Du beide Seiten von fon,5 = fi2.1 + f;22 so umformst, dass der
gleiche Term herauskommt. Erlautere die vorgefiihrte Rechnung fiir die linke Seite und forme dann
die rechte Seite selbst um.

e Linke Seite fanez = fonsz + fonaa
= fon+1 t+ fon t fonsa

= fon+1 + (Font1 = fon-1) + fonsa
= 3fon+1 — fan-1

= 3(fnz + fnz+1) - (fnz—1 + fnz)
=3f2 +2f5—fi,y

e Rechte Seite Now it’s your turn!




Aufgabe 2

Der Franzosische Mathematiker Jacques Philippe Marie Binet (1786 —
1856) veroffentlichte 1843 eine Formel fiir die direkte Berechnung der
Glieder der Fibonacci-Folge:

Al 059

fn_\/g

a) Zeige, dass die Formel fir n = 1 und n = 2 stimmt. Berechne f;, mit

Hilfe der Formel und einem Taschenrechner.

b) Wir wollen nun der Frage nachgehen, wie man diese Formel finden kann.

@ Betrachte die Folgen (a™),en* Mita € R,
Zeige: Es gibt darunter zwei Folgen, welche die Rekursionsformel f,, ., = f41 + f,, erfillen.

(55w = (55

@ Zeige, dass keine der beiden in © gefundenen Folgen die Fibonacci-Folge ist.

Ergebnis: Es sind die Folgen (x;) und (y,) mit x,, =

® Wir basteln aus den Folgen (x,) und (¥,) neue Folgen (z,) mit z, = a * x,, + 8 * ¥, wobei
a,f € R. Zeige, dass auch diese Folgen die Rekursionsbedingung erfillen.

n n
@ Wie in @ gezeigt, erflllen die Folgen mit den Gliedern z,, = a - (1+2\/§) +3- (%g) die
Rekursionsbedingung, wobei @ und f feste reelle Zahlen sind. Uber diese Zahlen a und S kannst du
noch frei verfligen. Bestimme die Zahlen so, dass die Folge (z,,) die Anfangsbedingung z; = 1 und

z, = 1 erfiillt. Dann hast du die Fibonacci-Folge gefunden!

Aufgabe 3
Wir bilden mit Hilfe der Fibonacci-Zahlen die Folge (f”—“) .
n “nenN*
a) Berechne die ersten zehn Glieder der Folge. Was beobachtest du?
n+1
1++/5 1_(#)

b) Zeige, dass fiir alle n € N* gilt: 22 = C IS

n T

1+v/5,

fat+1

In

c) Berechne den Grenzwert lim,,_, o,



Losungen
Aufgabe 1

a) Im 1. und 2. Monat ist nur das urspriingliche Kaninchenpaar vorhanden, also f; = f, = 1.
Im 3. Monaten kommt ein Paar hinzu, also: f3 = 2. Im 4. Monat hat das erste Paar Nachwuchs, das
zweite noch nicht, also f; = 3.

b) Im n-ten Monat leben alle Kaninchenpaare des Vormonats (das sind f;,_; Paare), dazu kommt der
Nachwuchs der Paare aus dem Vorvormonat (das sind f;,_, neue Paare). Somit ergibt sich fir die
Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Monat: f,, = f,,_1 + fn—2. Jedes Folgenglied (abn = 3) ist also
die Summe der beiden vorangehenden. Man nennt eine Gleichung, die ein Folgenglied zu
vorangehenden Gliedern in Beziehung setzt, eine Rekursionsformel.

c) Die ersten 15 Glieder der Fibonacci-Folge:

ni| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

ful 1 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233 | 377 | 610

Aff+fF=2=ff+ff=5=fsff+ff=13=f;.;f+ff =233=fi3
Vermutung: f;2 + f2,1 = fan+1 (Indizes addieren)

e) @ In d) wurde gezeigt, dass die Formel flr f3 und f; richtig ist. Die Implikation besagt:

Wenn die Formel fur f5 und f5 gilt, dann gilt sie auch fiir f5 (ndchstes Folgenglied mit ungeradem
Index). Nachster Schritt: Da die Formel fir f3, f5, f- gilt, gilt sie auch fur fy. Und du kannst so
fortfahren: Da die Formel firr f3, fs, f7, fo gilt, gilt sie auch fiir f;, usw. Die Formel stimmt also fir alle
Folgenglieder mit ungeradem Index.

Die Art, wie man diese Formel fiir alle n € N* beweist, nennt man Beweis durch vollsténdige
Induktion.

@ Voraussetzung: Die Formel gilt fur f5, ..., fonsq-

Behauptung: fonss = friv1 + firvz
Beweis: Wir formen die linke und rechte Seite so um, dass gleiche Terme herauskommen.

* L-Seite fen4s = fenez + foanna Rekursionsformel fir fon.43
= fon+1 + fon + fon+1 Rekursionsformel fir f,,,4-
= fon+1 + (Fone1 — fon1) + fonat fon = fone1 — fon—1
= 3fon+1 — fon-1 Zusammenfassen
=3(fZ + fiv) — (s + D) Voraussetzung benutzen
=3f2,+2fa—-f2, Zusammenfassen

* R-Seite froa+ o =t fac)? + (o + f)? Rekursionsformel

=24 2ffnor + fPn + [+ 2 S + 2 Erste binomische Formel

= fnz + 2(fn+1 - fn—l)fn—l +fnz—1 + fnz+1 + 2fn+1(fn+1 - fn—l) + fnz (**)
= fnz + 2fpi1fn-1 — anz—l + fnz—1 + fnz+1 + anz+1 —2fps1fn-1 + fnz

=3f2,  +2f2—-f%, Zusammenfassen

(**) Aus f11 = fn + fn—1 folgt f, = fr41 — fn—1. In den gemischten Gliedern wird f,, durch f,,;; — f,— ersetzt.



Aufgabe 2
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1 1+\/’ _ 1—\/3 2 _ 1142545  1-2V5+5] _ 1 445
\/' G

4 4 _\/_§4=1=f2/

10 10
Der Taschenrechner liefert: f;o = \%[(HZ\E) — (%g) ] = 55V

b) @ friz = fus1 + fn © a2 = a™! + g e a? = a + 1 (durch a™ dividiert)
a0
Letzteres ist eine quadratische Gleichung, die wir durch quadratische Erganzung l6sen kdnnen:

2 g1 a2 _1®< 1)2_5@ _1 V5 1+\/_V 1-+5
a‘=a a‘—a= a-z) =;ea= 2 7 = a=—7
n
Ergebnis: Die beiden Folgen (x;,) und (y,,) mit x,, = (1+ ) ( 2\@) erfillen die

Rekursionsbedingung.

@ Esgilt: x; = i— und y; = %— Die Fibonacci-Folge beginnt aber mit 1. Daher ist keine der

beiden Folgen (xn) und (y,,) die Fibonacci-Folge.

® Wir mussen zeigen: z, 5 = Zp41 + Zp.
Znsz = @ Xnpo B Yniz = @ (Xng1 +x0) + B Vg1 + Y0)
= (@Xp41 + BYns1) + (axn + Byn) = Zpi1 + 25

@ Anfangsbedingung: Die ersten zwei Folgenglieder sollen den Wert 1haben.
( a_1+\/§+ﬁ_1—\/§=1
{zlzl(:! 22 2 , @{ a+a\/§+,8—ﬁ\/§=2
z;=1 1++5 1-+5 6a + 2aV5 + 68 — 285 = 4
< (57) - (57) -

2
Subtrahiere das Doppelte der ersten Gleichung von der zweiten Gleichung.
Du erhéltst: 4a + 45 = 0, also § = —
Setze dieses Ergebnis in die erste Gleichung ein und berechne a:

1
a+a\/§—a+a\/§=2=>2a\/§=2(:>a=ﬁ

Damit ist die Fibonacci-Folge gefunden:
(LB (1=WEYT 1 1445\ 1 (1-45
m=a T B3 G\ 2 = 7 2

1
Du brauchst nur noch den Faktor\/—g auszuklammern.




Aufgabe 3

a)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fn+1 _
f 1 2 15 1,6 1,6 1,625 1,6153... | 1,6190... | 1,6176... | 1,6181...
n

Die Folge der Quotienten aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen scheint fiir n — oo gegen eine Zahl

zwischen 1,61 und 1,62 zu streben.

b)
1_\/§ TL+1'|
145\ 2 |
n+1 n+1 — 11— =TT
1 <1+\/§> _(1—\/§> ] <1+\/§>
fars V5 |\ 2 2 _ L vz ) |
fa 1 [(1+v5\" [(1-+B\" [ (1-5)]
. _ n
Vs I\ 2 2 (1 +«§> oz
2 1+45)"
2
n+1
1-— i
1+ \/5_ 145
2 (1=vBY"
1++5
c) Die Zahl ;—\g = —0,38... ist betragsmaRig kleiner als 1. Daher streben ihre ganzzahligen Potenzen

mit wachsendem n gegen 0. Es folgt also:

n+1
1 = lim ﬂ
o frer _1HY5 T moe\1445) 1445 1-0 1445
now f, 2 iy -5\ 2 1-0 2
— l1im
n—>w<1+\/§>

Die Zahl %g heillt Goldener Schnitt und spielt in der Geometrie, Kunst und Architektur eine Rolle.

Das ist aber eine neue Geschichte ...




