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= Aufgabel: Analysis

— Untersuchung der gebrochenrationalen Funktion f (x) = 422__11
— Ubergang zur Funktionenschar f,(x) = a';:l

Zuordnung von Graphen zu Funktionen der Schar
— Betrachtung von Rotationskorpern zur Funktion g(x) = 1/9— (x-23)?

» Aufgabe 2: Analytische Geometrie
— Fl&cheninhalt eines Trapezes

— Umkreismittel punkt

— Schnitt einer Ebene mit einer Geraden
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— Abstand Punkt-Gerade
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— Aufstellen und Auswerten einer Vierfeldertafel (mit absoluten Werten)
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4x2 -1

Gegeben ist die Funktion f: D,, — IR mit f(x)= 1

Geben Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion f an und berechnen Sie die bei-
den Nullstellen.

Zeigen Sie, dass der Funktionsterm in der Form 4- x+ 4+Xi_1 dargestellt werden kann.

Der Graph der Funktion f schlief3t mit der x-Achse eine Flache ein. Berechnen Sie deren
Inhalt.

Der Graph der Funktion f wird um 1 Langeneinheit in negative x-Richtung und um 8
Langeneinheiten in negative y -Richtung verschoben.

1.1.3.1 Zeigen Sie, dass der neue Graph die Gleichung y = 4- x +§ hat.
1.1.3.2 Untersuchen Sie den neuen Graphen auf einfache Symmetrie.

Die Funktion f aus 1.1 gehort zu einer Funktionenschar, die gegeben ist durch
a-x2-1
X

fa: Dpex — IR mit fo(x) = mit ac IR; .

Bestimmen Sie in Abhangigkeit von a die maximale Definitionsmenge von f; und die
Art der Definitionsliicke. Zeichnen Sie den Graph von f;.

Zeigen Sie, dass die Geraden y = a - x + a Asymptoten der Funktionen f, sind und dass
diese Geraden genau einen Punkt S gemeinsam haben.

a-x2-2.a-x+1
(x-1?
Zeigen Sie, dass die Funktionen f, nur fir a > 1 waagerechte Tangenten besitzen.

Zeigen Sie, dass fur die erste Ableitung von fa gilt: f3(X) =

Ordnen Sie die Parameterwerte a = 0,5 bzw. a = 1,5 zweien der unten abgebildeten Gra-
phen passend zu.

Begrunden Sie Ihre Antwort, indem Sie jeweils beschreiben, wie zwei charakteristische
Eigenschaften des Graphen von f, sich beim Ubergang von a < 1 zu a> 1 andern.
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Gegeben ist die Funktiong:[0;6] > R ; X > /9—(x-3)% .

Erstellen Sie eine Wertetabelle und zeichnen Sie den Graphen der Funktion g.

Zeigen Sie anhand einer Rechnung, dass alle Punkte des Graphen g denselben Abstand
vom Punkt M(3 | 0) haben.

Die Flache zwischen dem Graphen der Funktion g und der x-Achse rotiert Gber dem In-
tervall [0 ; h] um die x-Achse (wobel 0 < h < 6 gilt) und erzeugt so einen Rotationskor-
per.

1.3.2.1 Berechnen Sie das Volumen dieses Rotationskdrpers fur h = 6.

1.3.2.2 Beschreiben Sie die Form dieses Rotationskorpers in Abhangigkeit von h
firO<h<6.

1.3.2.3 Bestimmen Sie mit Hilfe der Integralrechnung eine Formel fir das Volumen
des Rotationskorpers in Abhéngigkeit von h.

Der nachstehende Graph gehort zur FunktionV: R > R ; X > % X (9-X) .

Uber dem Intervall [0 ; 6] beschreibt V das Fllvolumen eines Kugeltanks (siehe Foto)
mit dem Innendurchmesser 6 L angeneinheiten in Abhangigkeit von der Fullhdhe x .

A

y[120
100

Foto: mmmx / fotolia

1.3.3.1 Berechnen Sie den Wendepunkt W der Funktion V mit Hilfe der Differential-
rechnung.

1.3.3.2 Interpretieren Sie die Lage von W und den Verlauf des Graphen von V beziig-
lich W unter Bezugnahme auf die Form des Kugeltanks.
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Losungen

1.1 Funktion f

2 _
Gegeben st die Funktion f : D,,, — R mit f(x)="%—* |
111  Definitionsmenge und Nullstellen 4,0 Punkte
e Maximale Definitionsmenge: Dmax = IR{1} (1 ist Nullstelle des Nennerpolynoms)
e Nullstellen: f(X)=0 < 4x*-1=0 < XZ:% o x:—%v x:%

¢ Verdnderte Darstellung des Funktionsterms:
3 _ (MX+H(Xx-D+3 _ 4x?-4+3 _ 4x>-1 _
x—1 x—1 T ox-1 0 x-1 F(x)

4.-xX+4+

Alternative: Polynomdivision
(AC—1): (x—1) = 4 X+4+—>—

x-1
112 Inhalt der Flache mit der x-Achse 4,5 Punkte
Aus 1.1.1 ergeben sich die Integrationsgrenzen — 0,5 und + 0,5.
+0,5
uA) = | () dx

-0,5

+T5(4- x+4+—2)dx  (Termnach Polynomdivision zur Besimmung
x-1

der Stammfunktion verwenden!)

-0,5
2 +0,5
= [Z-X +4-X+3-In| x—1|]705

= (0,5+2+3In(0,5)) —(0,5-2+3In(1,5) ) ~ 0,704
Der Flacheninhalt betragt etwa 0,7 FE.
1.1.3.1 Funktionsgleichung des ver schobenen Graphen 2,0 Punkte

Einer Verschiebung um 1 in negative x-Richtung entspricht der Ubergang x — x + 1
im Funktionsterm.
gx) = f(x+1) - 8
%f—/

. S
Verschiebung  Verschiebung
inx-Richtung  iny-Richtung

= (4.(x+1)+4+(x+31')_1) -8

=4x+4+4+ 3 -8

_ 3
=4x+ 5

1.1.3.2 Symmetriedesverschobenen Graphen 2,5 Punkte
e Die Definitionsmenge Dimex = IR ist symmetrisch zum Ursprung O.

o Esgiltfiralexe IR : g(-x) = 4(-x) + % =—(4x+ 3)=—g(x) .

Somit ist der verschobene Graph symmetrisch zum Ursprung.
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1.2 Funktionenschar f,
X
Gegeben st die Funktionenschar f,: D, — R mit f,(x)=2"""% mit ac R} .
121 Definitionsmenge, Art der Definitionsliicke und Graph 4,5 Punkte

e Maximale Definitionsmenge (0,5 P)
Esgilt: Dmax = IR{1} (hangt nicht vonaab.)
e Charakterisierung der Definitionsliicke 1 (3,0P)
Esist zu prufen, ob es sich um eine Polstelle oder eine behebbare L licke handelt.
Dazu ist zu untersuchen, fur welchen Wert von a die Stelle 1 auch Nullstelle des
Zahlerpolynoms ist:
a-1°-1=0 < a=1.

Dies bedeutet: vt

— Fira=1ergibt sich fi(x) =x+1 1 :

(mit 1 als stetig behebbarer Liicke). |

— Fira=1ist 1einePolstelle 1 |

(mit Vorzeichenwechsel). / g

e Graphvon f; (1,0P) ' -1 1 X
-11
122  Asymptote und genau ein gemeinsamer Punkt aller Asymptoten 4,5 Punkte

e Asymptote (2,5P)
Eine Polynomdivision ergibt:

(ax? -1 : (x-1)= ax+a+ i—j
—-(@x-ax)

ax—1
-(ax-a)

a-1
Gleichung der Asymptote: y=a-x+a
¢ Genau ein gemeinsamer Punkt aller Asymptoten (2,0P)
Ansatz: Asymptoten y=a-x+a und y=b-x+b mit a,be IR; und a=b.
Schnittbedingung:
a-x+ta=b-x+b < a-x-b-x=-a+b
< (a-b)-x=—(a-b) | :(@a=b)=0

& x=-1 (unabh. von a,b)
Alle Geraden schneiden sich an der Stelle-1 im Punkt §-1 | 0).
123 Erste Ableitung 3,0 Punkte
£1(x) = (x-1) - 2ax—(ax?-1)-1 _ 2ax?- 2ax— ax2+1 _ ax’-2ax+1
a (x-1)2 (x-1)2 (x-1)2

Alternative: Ableitung des Funktionsterms f,(x) =ax+a+ i—_i aus dem Aufga-

benteil 1.2.2 und Umformung in die angegebene Darstellung.
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124  Stellen mit waager echter Tangente 4,5 Punkte
Bedingung: f)(x) =0 < a‘-2ax+1=0 (mita>0)
Fir a= 0 ergibt sich die unerfllbare Aussage 1 = 0. In diesem Fall gibt eskeine
waagerechte Tangente.
Im Folgenden sei a > 0 vorausgesetzt.

f/(x) =0 & a-2ax+1=0 |: a=0

o K-2x+2=0

=N x2—2x+1:1—%

o (x—1)2=1—%

Es gibt nur Lésungen fir: 1—% >0 12%@ a>1 (aelR})

Fura=1ergibt sich allerdingsalsLésung X =1 ¢ Dmax.
Insgesamt folgt, dass es nur fir a > 1 waagerechte Tangenten gibt.

125 Zuordnung 4,0 Punkte
Als passende Zuordnung der angegebenen Graphen zu den Parameterwerten a = 0,5
und a= 1,5 ergibt sich:

e Graphl: a=15
schiefe Asymptote mit positiver Steigung sowie zwel Stellen mit
waagerechter Tangente.
Somit: a>0unda>1 ; esverbleibt nura=1,5.

e Graph2: a=05
schiefe Asymptote mit positiver Steigung, aber keine Stelle mit
waagerechter Tangente.
Somit: O0<a<1 ; esverbleibt nura=0,5.

e Graph3: keinWertvona
schiefe Asymptote mit negativer Steigung.
Dieser Graph scheidet somit aus.
Mogliche Anderungen beim Ubergang vona<1zua> 1:
e Annédherungsverhalten an die schiefe Asymptote
Fir x — —o Wechsel der Anndherung von ,,von oben” zu ,,von unten®.
Fur x — +o0 Wechsel der Anngherung von ,,von unten* zu ,,von oben".
e Vorzeichenwechsdal an der Polstelle 1
Der Vorzeichenwechsel andert von ,,von + nach —, zu,,von — nach +*.
e Anzahl der waagerechten Tangenten bzw. der lokalen Extrema.
Die Anzahl wechselt von 0 zu 2.
e  Krummungsverhalten

Die Krimmungsart in den Krimmungsintervallen ]—oo ; 1[ und ]1 ; +oo |
wechselt von Linkskrimmung zu Rechtskrimmung bzw. von Rechts-
krimmung zu Linkskrimmung.
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Kreisund Kugelkappe/ Kugeltank
Gegeben ist die Funktiong: [0;6] > R ; X — /9—(x—3) .
Halbkreis 4,0 Punkte
o Wertetabelle: (Werte teilweise gerundet) (1,0P)

x |00|05|10|15|20|30|40]|45]|50]|55]60
g |00|17]22]26|28]30]28|26[22]|17]00

* Graph (10P) y 4 Ausnutzen der /j\(chsenwmmetrie
3 ZUux=3
2] Der Graphiist ein
Halbkreis mit dem Mit-
I telpunkt M(3 | 0) und
und dem Radius 3.
1 2 3 4 5 60X

e Abstand eines Punktes P(x | g(x)) von M(3 | 0) (20P)
d(P; M) = /(3= %)% +(0-g(X)* = (3-X)?+9-(x-3)? =9 =3

Rotationskérper um die x-Achse

Volumen fir h=6 1,0 Punkte
Fir h = 6 ergibt sich als Rotationskorper eine Kugel mit dem Durchmesser 6 bzw.
dem Radius 3.

4

Volumen: V = 2 n-rP= 27.3 = 36n ~ 113,10 (VE)

Wl

Form fir 0<h <6 1,0 Punkte
Der Rotationskdrper ist eine Kugelkappe fir 0 < h < 6.

Volumen fur allgemeinen Wert von h 4,5 Punkte

m- [(9(9)?dx

V(h) - J.(9—(x—3)2)dx =r .[(9—(x2—6x+9))dx

0 0

- [3x2 —%xﬂ

h
m- [ (6x—Xx*)dx = [3h2—§h3] = %n-hz-(9—h)
0

h
0
Wendepunkt der Funktion V
Wendepunktsber echnung 4,0 Punkte
e Volumenfunktion: V(x) = % X (9-X)=n- (3 - %x3)
e Ableitungen: V'(x) == - (6x—X9)

V'(X) =n-(6—-2X)

V'(X) =n-(-2)= —2r
e Notwendige Bedingung: V"(x) =0 <& 6-2x=0 < x=3
¢ Hinreichende Bedingung: V"(3) =—=2n#0
Daher liegt der Wendepunkt W(3 | 18r) vor.
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1322

Interpretation der L age des Wendepunkts 2,0 Punkte

Am Wendpunkt W ist der Kugeltank beim halben Durchmesser als Fullhdhe halb
voll (vergleiche mit dem Ergebnisvon 1.3.3.1).

Die Querschnittsflache und damit der momentane Volumenanstieg haben am Wen-
depunkt Wihr Maximum erreicht.

Der Graph ist symmetrisch zum Wendepunkt W.

Die Symmetrie des Graphen erklart sich geometrisch daraus, dass die horizontalen
kreisformigen Querschnittsfléachen des Kugeltanks von der Mittelebene aus gesehen
sich nach oben und unten in demselben geometrischen Rahmen andern.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Bel einem Musikfestival wird eine Bihne aufgebaut, deren Buhnenflache ABCD die Form
eines gleichschenkligen Trapezes besitzt. Das Publikum und die gesamte Biihne stehen auf der
x-y-Ebene. Dabei ist A(10|-9]1,5),B(10|9]1,5)undD(0|-5|2) (1LE = 1m).

Die Buhnenebene ist also geneigt.

2.1

2.2

2.3
24

2.5

z
N\
Laserkanone
S
D \C Lichtmast
>y
M o
A - i / ‘\ B
Publikum

X
Geben Sie die Koordinaten des Eckpunktes C sowie die Lange der vorderen Seite AB
und die Lange der hinteren Seite CD der Buihnenflache ABCD an.

Um wie viele Zentimeter liegt der hintere Bihnenrand CD hoher als der vordere?

Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in der die Bihnenflache liegt.
[Zur Kontrolle: eg: x+20z—40=0Q]

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Bihnenflache.

Am Mittelpunkt E der Strecke AD befindet sich eine elektrische Anschlussdose.
Ermitteln Sie, wie welit ein dort angeschlossenes 10 m langes Kabel an den Punkt C her-
anreicht.

Ein Buhnentechniker soll fir eine Choreographie denjenigen Punkt M auf der Buhnenfl&
che ABCD markieren, der von alen vier Eckpunkten den gleichen Abstand hat.

Beschreiben Sie eine Vorgehensweise, wie man mit Hilfe der Vektorrechnung die Koor-
dinaten von M bestimmen kann. Die Berechnung selbst ist nicht erforderlich.
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2.6

26.1
2.6.2

2.6.3

264

Am Ende eines Mastesist im Punkt B’ (10 | 9 | 8) eine Laserkanone befestigt. Sie er-
zeugt einen ebenen Lichtteppich, der Teil der Ebene mit der Gleichung

2
a:|6| - x-114=0 ist.
5
Prufen Sie, ob der Lichtteppich die Stelle E(5 | -7 | 1,75) erfassen kann.

Der Lichtteppich markiert in der x-y-Ebene, auf der das Publikum steht, eine gerade
Linie. Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g, die diese Linie enthlt.

[Zur Kontrolle: Eine der moglichen Geradengleichungen von g ist

-3 57
1|x|x=|0]|[=0".]
0 0

Bestimmen Sie das maximal mdgliche Mal3 des Winkels, unter dem ein Laserstrahl des
Lichtteppichs auf die x-y-Ebene treffen kann.

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, in dem das Laserlicht aus dem Lichttep-
pich senkrecht auf diein Aufgabentell 2.6.2 beschriebene Gerade g trifft.
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Losungen
Gegeben sind die Punkte A(10|-9(1,5),B(10|9|1,5) und D(0|-5]2) .

2.1 Punkt und L&ngen 2,5 Punkte
Aus den gegebenen Eckpunkten und der Tatsache, dass es sich um ein gleichschenkli-
ges Trapez handelt, folgt C(0| 5| 2) (x.-Koordinate gegentiber D geéndert).

e Lange der vorderen Seite: 18m (| AB | =18)
e Lange der hinteren Seite: 10m (| CD | =18)
e Erhohung der hinteren Seite gegentiber der vorderen Seite: 50 cm

2.2 Ebenengleichung 3,0 Punkte
0 -10 9 1
« Normalenvektor: AB x AD =|18| x| 4 |=| O | ; wahefi=| O
0 0,5 180 20
1 10
e Punktnormalengleichung: &g A-(x-a)=0«< | 0| | x-|-9||=0
20 15
1
e Allgemeine Normalengleichung: ez | 0 |- x —40=0
20
¢ Koordinatengleichung: ez Xx+20z-40=0
2.3 Inhalt Ag der trapezférmigen Triblne 4,0 Punkte

1. Mdglichkeit: Verwendung der Trapezformel
Zur Berechnung der Trapezflache macht man gemal3 der Trapezformel den Ansatz:

As = Mittelparallele - Hohe = % (|AB|+|CDJ-h

Die Hohe hy kann im Fall eines gleichschenkligen Trapezes berechnet werden als Ab-
stand der Mittel punkte M, von AB und M. von CD.

m=2-(a+b)=| 0| ; / \
15
RO R
2
-10
Fur dieHohefolgt: hy=|M_M_|=|mM — M |= 0 || =+100,25 ~ 10,01 (m)
0,5

Somit gilt: p(A) = % - (18 + 10) - 10,01 ~ 140,17 (m?)
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2. Moglichkeit: Zerlegung des Trapezesin zwei Teildreiecke und Berechnung der Fl&
cheninhalte mithilfe des Vektorprodukts
0) (-10
_1l (2B oA - 1
WA) =2 -|AB x AC| = 2 -||18|x| 14 A
0 0,5
0) (-10 0,5
=218 ||1]x| 14|[=9- || 1 |[=9- 100,25 ~ 90,11
0) {05 10
-10) (-10
WA= -|AC x AD | = 2|l 14|« 4
05) (05
5
=] 0 || =% 10025 ~50,06
100
Insgesamt folgt: p(A) = n(Ar) + p(Az) = 140,17 (m?)
24 Kabellange 2,5 Punkte
5
E ist der Mittelpunkt der Strecke AD: e = % (a+d)=| -7
1,75
Der Abstand der Punkte E und C mit C(0 | 5 | 2) betrégt:
0 5 -5
dE;C)=|EC|=|c-e|=||5|-| -7 || =|| 12 ||=+/169,0625 ~ 13 (m) .
2 1,75 0,25
Das Kabel reicht von E aus bis auf etwa 3 m an den Punkt C heran.
2.5 Punkt mit gleichem Abstand von allen Eckpunkten 2,5 Punkte

M ist der Umkreismittelpunkt der Buhnenfléache. Dieser ist zugleich Schnittpunkt der
Mittel senkrechten der Seiten. (Die Existenz von M braucht nicht begriindet zu werden).

e Esgenigt, den Schnittpunkt zweier geeigneter Mittel senkrechten zu bestimmen.
Aus der Symmetrie des Trapezes ergeben sich zwei der vier Mittelsenkrechten als

die Gerade h durch die Mittelpunkte M, und M, der Strecken AB bzw. CD.

e Nun konstruiert man als Hilfsebene e, die Mittelebene der Strecke AD mit E als
Aufpunkt und dem Vektor AD als Normalenvektor.

e Der Schnittpunkt von ey und hist der Umkreismittel punkt M.

Alternative: (ein mogliches Beispiel)
e M ergibt sich als Schnittpunkt der Schnittgerade m der beiden Mittelebenen zu den
Strecken AD bzw. BC mit der Buhnenebene es .
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26 Laserlicht

Gegeben ist die Ebene mit der Gleichung e : |6 - x —114=0

2.6.1 StelleE im Laserlicht 1,0 Punkte
2 5
Punktprobe fur den PunkteEine: (6| | -7 | —114= -2325-114 # O
5 1,75
Die Stelle E kann von keinem Laserstrahl erfasst werden.
2.6.2 GeradelLiniedesLichtteppichsin der x-y-Ebene 4,0 Punkte
2
Koordinatengleichungvon e : | 6| x —114=0 < 2x+6y+5z—114=0
5

Die gesuchte Gerade g ergibt sich als Schnittmenge der Ebene e und der x-y-Ebene mit
der Gleichung z= 0.

Mitz=0ergibtsich: 2x+6y—-114=0 < x= -3y+57=0
Waéhlt many = A, so ergibt sich: x= -31+57=0

X -31+57 57 -3
Damitfolgt: g: x =| y| = 2 =l 0 |+4-| 1
z 0 0 0

(Als Kontrolle ist parameterfrel eine Geradengleichung in Plucker-Form angegeben,
aus der man einen Geradenpunkt und einen Richtungsvektor entnehmen kann.)

2.6.3 Winkel zwischen e_und der x-y-Ebene 2,0 Punkte
Gegeben sind:
2

n,=|6| mit ‘HL‘:\/22+62+52:\/%
5

2
N, =| 6| mit \ﬁxy\:\/12+02+02=1
5
Damit folgt:
n -n 0+0+5
cos(a) =———— _| .5 _5 ~0,6202 , aso a ~51L7°

\F‘LHHW\_ J65.y1 651 /65
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2.6.4 Punkt, in dem das L aserlicht die Gerade senkrecht schneidet 3,5 Punkte

Der gesuchte Punkt P hat von der Geraden g die minimale Entfernung. Es handelt sich
um den Lotful3punkt von B’' auf g.

Hilfsebene: Ebene ez durch B’ (10 | 9 | 8) mit dem Richtungsvektor von g a's Norma-

lenvektor
-3 10 -3
e:| 1|-|x-|9||=0< ] 1|-x+21=0
0 8 0
Der gesuchte Punkt P ergibt sich a's Schnitt der Geraden g mit der Ebene eg :
-3 57 -3
1]- O |+A-| 1| |+21=0«< -171+104+21=0 < A=15
0 0 0
57 -3 12
Einsetzen: p=| 0 [+15-| 1| =15
0 0 0

Gesuchter Punkt: P(12 |15 0)
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

3.1 Die Gemeinde mit den Orten Aheim, Bedorf und Celingen plant, zur Belebung des tou-
ristischen Angebotes der Region ein Thermalbad zu errichten. Um ein Meinungsbild der
Burgerinnen und Birger einzuholen, wird eine Umfrage unter den 4400 Wahlberechtig-
ten der Gemeinde durchgefihrt.

Von den Befragten wohnen 2533 in Bedorf und 1052 in Celingen. 2877 aller Befragten
haben keine Einwande gegen das Vorhaben der Gemeinde, allerdings befinden sich dar-
unter nur 92 Personen aus Aheim, jedoch 901 aus Celingen.

3.1.1 Stellen Sie den Sachverhalt in einer Tabelle (, Sechsfeldertafel”) dar.
3.1.2 Bestimmen Sie den prozentualen Anteil der Gegner des Thermalbades unter den Be-
fragten aus Aheim bzw. Bedorf bzw. Gelingen.
3.1.3 Ausallen Befragten wird zuféllig eine Person ausgewahlt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafr,
3.1.3.1 ... dassdiese Personin Bedorf ansassig ist. (P1)
3.1.3.2 ... dassdieausgewahlte Person in Bedorf wohnt und sich gegen das Thermal bad
ausgesprochen hat. (P2)
3.1.3.3 ... dass die ausgewdhlte Person in Bedorf wohnt, wenn bekannt ist, dass sie sich
gegen das Thermalbad geaulert hat. (Ps)
3.1.4 Die Umfrage wird nach zwel Monaten wiederholt. Begriinden Sie, dass sich auch bei
dieser Umfrage P, < P3 ergibt.

3.2 Die Gegner des Thermalbades grinden die Burgeriniti- t
ative , Wir baden’s aus* (WBA). Im Rahmen der jéhrli-
chen Kirmes in der Gemeinde will die Birgerinitiative
mit einem Glucksrad ihre finanziellen Mdglichkeiten
verbessern.
Aufgebaut wird ein Glicksrad mit acht gleich grofen
Sektoren (siehe Abbildung) in den Farben rot (r), grin
(9) und blau (b).
3.2.1 Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt das Gliicksrad

nach einem Drehen auf ,, grin® zum Stillstand?

3.2.2 Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt ein Kirmesbesucher bei zehnmaligem Drehen
des Glucksrades genau dreimal ,,rot“?

3.2.3 Ein Kirmesbesucher dreht das Glicksrad zehnmal und erhdlt dabel genau dreimal ,,rot*.
Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit diese drei Ergebnisse ,,rot* unmittel bar
nacheinander erzielt worden sind.

3.2.4 Der Burgermeister will mit der Burgerinitiative in ein zwangloses Gespréch kommen.
Er dreht das Glucksrad zwanzigmal, erhélt jedoch kein einziges Mal , blau“. Muss er
sich Gedanken machen, ob das Gliicksrad vorher manipuliert wurde?

3.3 DieBurgerinitiative WBA fuhrt am Marktplatz eine Unterschriftenaktion durch.
Berechnen Sie, wie hoch der Anteil der Gegner des Thermal bades mindestens sein muss,
damit sich unter flinfzehn zuféllig angesprochenen Personen mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens 98 Prozent wenigstens ein Gegner des Thermal bades befindet.
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31
311

312

3.13

314

3.2
321

322

Losungen

Befragung als zweistufiges Zufallsexperiment

Sechsfeldertafel

A: in Aheim wohnhaft

B: in Bedorf wohnhaft

C: in Celingen wohnhaft

G: gegen den Bau des Thermalbades

A B

3,0 Punkte

Y

723 649

151

1523

oli0)

92 1884

901

2877

)y 815 2533

Prozentuale Anteile der Gegner

IGAAl _ 723 83794

Aheim: Al 815

IGNB| _ 649 0
|B] =~ 2533 ~256%

Bedorf :

IGNCl _ 151 0
|C| ~ 1052 ~ 14,4%

Celingen:
Betrachtung einer zuféllig ausgewahlten Person

3131 P =P@B) =12l = B8 5760,
3132 P,=PBNG) =208 = 649 147509

3133 P;=PB|G) =" = J126%

Wiederholung der Umfrage
P, und P3 sind Briiche mit demselben Zahler |B N G|.

1052

4400

3,0 Punkte

1,5 Punkte

1,5 Punkte

2,0 Punkte

1,5 Punkte

Der Nenner | Q | von P, entspricht der Anzahl aller befragten Personen, der Nenner | G |
von P3 aler Gegner; somit ist bel gleichem Zahler der Nenner von P, grof3er gleich

dem Nenner von Ps.
Damit ist nachgewiesen, dass P, < P; gilt.

Glucksrad
Wahrscheinlichkeit far ,, grian®

Laplace-Modéellierung: P(, grin®) = % = 0,625 = 62,5%

W ahr scheinlichkeit fir dreimal ,, r ot”

1,0 Punkte

1,5 Punkte

Bernoullikette der Lange n = 10 mit Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,25

P(T=3)=B(10; 0,25 3) = ({f) .0,25%. 0,75 ~ 25,0%
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3.2.3 Dreimal ,rot* unmittelbar hintereinander 3,5 Punkte
Zufallsexperiment: Auswahl von 3 Platzen aus 10 mdglichen Platzen

1Q|= [10} =120

324

3.3

3

Ereignis: Platzierung von drei , rot* hintereinander

In einer Reihe von 10 Versuchen gibt es 8 Méglichkeiten, die zu
drei ,rot" hintereinander platzieren.

|A|=8

Laplace-Wahrscheinlichkeit: P(A) = - ~ 0,067 = 6,7%

Kein einzigesMal ,, blau®
Bernoulli-Kette der Lénge n = 20 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/8

120
2,0 Punkte

P(T = 0) =B(20; % :0) = [230} : (é)O : (%)20 ~ 0,069 = 6,9%

Die Wahrscheinlichkeit, bei allen 20 Drehungen des Gllcksrades kein , blau® zu erha-
len, ist recht gering. Der Burgermeister darf berechtigte Zweifel an der Seriositét des
Ablaufs bei seinem Drehen des Glicksrades haben.

Bernoulli-K ette mit gesuchtem p 4,5 Punkte
Bernoulli-Kette der Léngen = 15
Ansatz Uber das GegenereignisP(T>1)=1-P(T=0):

=

=

=

=

=

1-P(T=0)
1-0,98

0,02

0,02
/0,02

p

\Y

2

v

\%

\%

0,98
P(T=0)

(E’J -p’- (1-p)®

0
1-p”
1-p
1-%/0,02 ~0,23=23%

Der Anteil der Thermalbadgegner unter den Passanten muss mindestens 23% betragen.
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Aufgabe 1
ANALYSIS

In(x2+1)
X+1

11 Gegebenistdie Funktion f: D, —> R ;x+— 5

1.1.1 Untersuchen Sief auf einfache Symmetrie.

1.1.2 Begrinden Sie, dass ...
1.1.2.1 ... dieFunktion f genau eine Nullstelle besitzt.

1.1.2.2 ... dieFunktionf keine negativen Funktionswerte annimmt.

1.1.2.3 ... sichder Zahlerterm In(>? + 1) fir x> 0 indie Form 2 - In(X) + In(1 + %)
bringen | &sst.

1.1.2.4 ... der Funktionswert f(x) fir x — +oo gegen den Wert O strebt.

1.1.3 Skizzieren Sie den Graphen von f und Einbeziehung der Erkenntnisse aus den Aufga-
benteilen 1.1.1 und 1.1.2.

2
12 Gegebenist diedurch f,: Dy > R ;x> 5 0’9

tionenschar, die mit a = 1 auch die Funktion f aus Aufgabe 1.1 enthalt.
Nachstehend sind drei typische Funktionsgraphen der Schar dargestellt.

mit a > 0 beschriebene Funk-

A A~
Y
/\--Z/\
4 3 2 A3 2 4 112 3
-
A B e
y, 8
Yy
12
/‘_--’]\_‘_\
43 2 o |1 2 3
.1
c =

1.2.1 Erlautern Sie anhand einer charakteristischen Eigenschaft, dass der Graph von f; den
Ubergang der Graphen von f, zwischen den Typen A und B darstellt.
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122

123

124

125

126

127

13

Begriinden Sie, dass alle Funktionen f, die gleiche maximale DefinitionsmengelR  haben.
x-(1-In(x2+a)) .
2+ a)? gilt.

Berechnen Sie mit Hilfe desin 1.2.3 angegebenen Ableitungsterms in Abhéngigkeit von
a ale Stellen, an denen der Graph von f, eine waagerechte Tangente besitzt.

Weisen Sie durch Ableiten nach, dass f,(x) =10 -

Zeigen Sie, dass fur a < e die Funktionswerte von f, an den Stellen —+/e—a und Ve-a
unabhéngig von a sind.

Es gibt genau zwel Geraden, auf denen ale lokalen Extrempunkte der Scharkurven von
fa liegen. Erlautern Sie, inwieweit sich diese Tatsache in den Abbildungen A, B und C
widerspiegelt, und geben Sie die Gleichungen der beiden Geraden an.

Begriinden Sie, dassH(O | —2) der einzige Hochpunkt der Funktion fe ist.

Dem Wasser eines Fischzuchtbeckens wird eine bestimmte Menge eines pulverformi-
gen Zusatzstoffes zur Verbesserung der Wasserqualitét beigefugt. Der Zusatzstoff 10st
sich im Wasser und wird im Laufe der Zeit durch Mikroorganismen abgebauit.

Die Funktionk : IR} — IR ; t > 1500 - (e'' — e 3!) beschreibt die Konzentration
des Zusatzstoffes im Wasser in Abhéngigkeit von der Zeit t.

Dabei ist k(t) die Mal3zahl der Konzentration in Gramm pro Kubikmeter, t ist die Mal3-
zahl der Zeit in Tagen.

k(t)

150

¥ 8 8883388

-
o

05 1.0 15 20 25 30 35 40 45 5.0 55 6.0 85

1.3.1 Interpretieren Sie den abgebildeten Graphen von k(t) in Hinblick auf die Entwicklung

der Konzentration des Zusatzstoffs im Wasser.

1.3.2 Berechnen Sie die mittlere Konzentration des Zusatzstoffs im Wasser wahrend der ers-

ten vier Tage nach der Beigabe ins Fischzuchtbecken.
[zur Kontrolle: Knite = 81,3]
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1.3.3 Lesen Sie am Graphen ab, in welchem Zeitraum die Konzentration k(t) groRer als die
mittlere Konzentration in den ersten vier Tagen ist.
Lesen Sie am Graphen ab, zu welchem Zeitpunkt die Konzentration des Zusatzstoffes
im Wasser am starksten abnimmt. Was zeichnet diesen Zeitpunkt mathematisch aus?

1.3.4 Berechnen Sie den Zeitpunkt, zu dem sich die grofte Menge des Zusatzstoffs gelost im
Wasser befindet, und bestimmen Sie den Wert dieser Konzentration.
[zur Kontrolle: kmax ~ 144,4]

1.3.5 Berechnen Sie, auf wie viel Prozent des maximalen Wertes sich die Konzentration des
Zusatzstoffs im Wasser vier Tage nach der Beigabe verringert hat?



E-Kurs Nachtermin 2013 23

11

111

1121

1122

1123

1124

Losungen

Eigenschaften einer gebrochenen Funktion mit In-Term

Gegeben ist die Funktion f: D, — IR mit5- Inf(>2<++11)
Symmetrie des Graphen 2,5 Punkte
e Die Definitionsmenge Dy = IR ist symmetrisch zum Ursprung O.
- . _ In((—x)2+1) _ In(x2+1) _
o ESg”tfura“eXE R: f(—X)— SW - . il —f(X) .
Somit ist der Graph symmetrisch zur y-Achse.
Nullstellen 1,5 Punkte

f(x)=0 & IN(X¥*-1)=0 & x*-1=1 & x*=0 < x=0 (doppelt)

K eine negative Funktionswerte 2,0 Punkte

Fir alle xe IR gilt x* > 0 und damit x* + 1 > 1.

Wegen der Monotonie der In-Funktion folgt dann: In(x* + 1) > In(1) = 0.
In(x?+1)

CTxerl

Dafiir den Nennerterm x* + 1 > 0 gilt, folgt insgesamt: f(x) = 5 >0.

Umformung des Z&hlerterms 3,0 Punkte

2-In(x)+|n(1+x—12) |n(x2)+|n(1+i) (3. Logarithmengesetz)

X2

In( X ~(1+ X—lz)) (1. Logarithmengesetz)

In(E + 1) (Ausmultiplizieren)
Grenzwert 2,5 Punkte
Argumentation Uber eine Zerlegung in ein Produkt

. T CInGe+D)y o 2 1 .
fim 109 = Jim 6 =50 =5+ Jim (In6¢+ D) 555) =0
\ \
+00 (0

(Der rationale Term (zweiter Faktor) dominiert Uber den In-Term (erster Faktor).)

Alternative: Argumentation Uber die Zerlegung gemal3 1.1.2.3

L1
lim £(x) =5-( X'qu(z):fﬁ)) + lim {In(l 2]] )

x—>+0| X241

e Der erste Summand strebt gegen Null.
Zahler und Nenner streben gegen +oo, der ganzrationale Nennerterm dominiert
aber den logarithmischen Z&hlerterm.

e Auch der zweite Summand strebt gegen Null.
Der Zahlerterm strebt gegen In(1) = 0, der Nennerterm nimmt dabei beliebig
grol3e Werte an.
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1.1.3  Graph der Funktion f 2,5 Punkte
y1
1.
1 1 "
-1

12 Funktionenschar f,

. . . . In(x*+a) .
Gegeben ist die Funktionenschar f,: D, — IR mit 5. Zra mita>0.

121 Uber gang zwischen den Typen A und B 1,5 Punkte
Es liegt ein Ubergang von zwei Nullstellen bei Graphen vom Typ A (ber genau eine
Nullstelle bei f1 hin zu keiner Nullstelle bei Graphen vom Typ B vor.

Alternative: Der Tiefpunkt wechselt seine Lage von unterhalb zur x-Achse Uber die
x-Achse nach oberhalb der x-Achse

122  Gleiche maximale Definitionsmenge 2,0 Punkte
Fir a> 0 ist die Gleichung x* + a=0 fir alle xe IR unerfiillbar; der Nenner kann
also den Wert O nicht annehmen.

Fira> 0 gilt x* + a> 0fir dlexe IR, der Term In(X? + a) also stets definiert.
Insgesamt folgt fur alle Funktionen fa: D, = IR.
123  ErsteAbleitung 5,0 Punkte
2
£ _c (x2+a)-X2—+Xa—In(x2+a)~2x _: 2x—2x-In(x*+a) _ 5 2x- (1-In(x2+a))
() =5 (@+a)? Y (@+a)? o (+a)?
124  Waagerechte Tangenten 4,5 Punkte
f/(x) =0 < 2x-(1-In(¢+a))=0
< x=0 v 1-In(¢+a)=0
& x=0 v InGC+a)=1
& x=0 v X¥+a=e
< x=0 v X=e—-a
e DieLosung x = 0 ergibt sich unabhéngig vom Parameter a aus dem ersten Fak-
tor des Ableitungsterms.
e Fur a=eliefert auch der zweite Term die Lésung x = 0.
e Fir e—a> 0 oder a < e ergeben sich zwei weitere Ldsungen, namlich ++/e—a.
125 Funktionswerte an den Stellen £+/e—a unabhangig von a 1,5 Punkte

_ ¢ In((zve=a)+a) _ _ Ine) _5 _ o
f(x+V/e—-a) =5- “ceaia 5-—4 =35 ~183 (unabhéngig von a)
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126

127

13

131

Geraden, auf denen alle Extrempunkte liegen 2,0 Punkte
Lage der mdglichen Extrempunkte:

e Stellenx=t+e-a: f(+xJe-a) = % (gemalk 1.2.5)
Alle zugehorigen Punkte liegen auf der Geradey = % (einer Parallelen zur x-
Achse).

In(0+a) 5 In(a)
"Tora T a
Alle zugehorigen Punkte liegen auf der Gerade x = O (der y-Achse).

o Stellex=0: f(0)=5

Bezug zu den Abbildungen A, B und C:
®m Abbildung A: zwei Hochpunkte auf der Geradeny = S , Tiefpunkt mity = -2

B Abbildung B: zwei Hochpunkte auf der Geradeny = —g , Tiefpunkt mity =1

® Abbildung C: es gibt nur einen Hochpunkt auf der Geradeny ~ 1,25
(der Graph gehdrt zu einem Parameterwert a > €)

Einziger Hochpunkt von fe 2,5 Punkte
2x- (1-In(x2+¢€))
(x*+e)?

Fir die erste Ableitung gilt: f/(x) = (vgl.1.2.3mita=¢)

o Notwendige Bedingung: Gemal3 1.2.4 ergibt sich: f/(x) =0 < x=0 v =0
Es kann nur an der Stelle 0 ein Extremum geben.

¢ Hinreichende Bedingung:

Vorzeichentabelle: X ‘ 0 f.() ~-0,045<0
£/(x) ‘ + 0 - £/(~1) ~+0,045>0
HP
e Funktionswert: Gema31.2.6gltfira=e f(0)=5- @ =5 -le = %

Insgesamt folgt, dass es nur den Hochpunkt H(O | %) gibt.

L 6sen und Abbau eines Zusatzstoffesin einem Wasser becken
Gegeben ist die Funktionk: IR} — R ; x > 1500- (e ' — e 131).

I nter pretation des Graphen 2,5 Punkte

e Zunéachst steigt durch den L ésungsprozess die Konzentration des Zusatzstoffsim
Wasser steil an.
e Nach ca 21 h erreicht sieihren héchsten Wert von ca. 145 g/m°.

e Anschlieffend nimmt die Konzentration in Folge des Abbaus durch die Mikroor-
ganismen ab.

e Nach 6 Tagen ist der Zusatzstoff quasi vollstandig abgebaui.
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132 Mittelwert in den ersten vier Tagen 5,0 Punkte
4 4
—_ 1 _1 —t  —13-t
u= g !f(t) dt =3 '([1500-(e —e 13 dt
=375 [-e '+ Le ] < 375.02167 81
13 0
In den ersten vier Tagen nach der Zugabe zum Wasser betrégt die Konzentration des
Zusatzstoffesim Mittel ca. 81 g/m°.

133 Konzentration k(t) grof3er als die mittlere Konzentration 2,5 Punkte
Etwa zwischen 6 h und 54 h nach der Beigabe zum Wasser ist die Konzentration
grof3er als der Mittelwert der ersten vier Tage.

(Anmerkung: Alsrichtig zu werten sind auch Zeitpunktangaben + 6 h.)

Die stérkste Abnahme der Konzentration des Zusatzstoffs erfolgt etwa 42 h nach der
Einbringung ins Wasser (an der Wendestelle).

(Anmerkung: Alsrichtig zu werten sind auch Zeitpunktangaben + 6 h)

134  Zeitpunkt, zu dem die grofte Menge des Zusatzstoffs gel 6st ist 5,0 Punkte

Ableitung: k'(t) =1500- (-e ' +1,3. e 31) .
K(t) =0 & -t +13.- et =0
o 13- eB¥t=¢et |In
< In(L3)+(-1,3-t)=-t
S In(1,3)=0,3-t
= t=1In(1,3) /0,3 ~ 0,875 (Tage)
Da dies eine einfache Nullstelle der ersten Ableitung ist (mit Vorzeichenwechsel),
liegt eine Extremstelle vor. Vergleicht man mit dem Graphen, so ist t die gesuchte
Maximumsstelle.
Die maximale Konzentration k(0,875) ~ 144,4 g/m® ist nach 0,875 Tagen oder ca. 21
Stunden erreicht.
135 Prozentsatz des maximalen Werts nach vier Tagen 1,5 Punkte

Esgilt: k(4) ~ 19,2.

Diessind % ~ 0,133 = 13,3% des Maximums.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die Abbildung zeigt die Scheune von Bauer Jansen. Deren rechteckige Grundflache ist 20 m
lang und 12 m breit. Der Dachfirst verléuft in einer Hohe von 10 m, die beiden Dachtraufen
jewells in einer Hohe von 6 m Uber der Grundfléche der Scheune. Das grof3e Tor der Scheune
zeigt nach Westen.

Das Koordinatensystem wird so gewéhlt, dass die Grundflache der Scheune in der x-y-Ebene
liegt, die Koordinatenachsen parallel zu den Grundseiten verlaufen und der Ursprung mit dem
Mittelpunkt der hinteren Grundseite Ubereinstimmt. (1LE £ 1m)

Z
S '
(0]o[10)
Antenne
(o|els)
>y
Norden ;," Siiden

A B (20/6]0)

2.1 Zunéchst werden einige Gebaudeteile der Scheune betrachtet.

2.1.1 Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte A, C, D und E der vorderen Giebelflache an
und berechnen Sie den Flacheninhalt dieser Giebelflache ABCED.

2.1.2 Erstellen Sie eine Normalengleichung der ndrdlichen Dachebene ey, in der die Punkte D

und E liegen.
0

[ zur Kontrolle:  ey: | -2|-x—-30=0 ]
3

2.1.3 Berechnen Sie das MaR ¢ des Innenwinkels der Giebelflache am Punkt E.
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2.2

221

222

2.3

231
232

24

241

24.2

Auf der Dachflache, die nach Sliden ausgerichtet ist, mochte Bauer Jansen eine Photo-
voltaikanlage installieren lassen. Die Solarmodule haben die Abmessungen von jeweils
1,60 m x 1,00 m. Die Solarmodule kénnen nicht geteilt werden. Bei deren Verlegung
auf der Dachflache muss ein Abstand von mindestens 30 cm zum Dachflachenrand ein-
gehalten werden.

Entscheiden Sie, ob die Solarmodule bel der Montage auf der Dachfléche entweder ale
langs oder alle quer liegend angeordnet werden sollen, um so die Dachflache mdglichst
weit zu belegen. Begriinden Sie Ihre Antwort.

Am 23. Mai 2013 scheint die Sonne um die Mittagszeit genau aus stdlicher Richtung
unter einem Winkel von 61° auf den waagerechten Erdboden.

Bestimmen Sie den Winkel, unter dem die Sonnenstrahlen zu diesem Zeitpunkt auf die
Flachen der Solarmodule fallen.

Um sein Einkommen weiter aufzubessern, schlief3t Bauer Jansen mit einem Mobil-
funkbetreiber einen Vertrag ab, der die Errichtung eines Antennenmastes auf dem nord-
lichen Scheunendach zum Gegenstand hat. Die Spitze des Antennenmastes befindet sich
nach der Montage im Punkt S(11 | -3 | 14).

Bestimmen Sie die Lange des Maststiicks, das Uber die Dachflache hinausragt.

Prufen Sie durch geeignete Rechnung, ob das Lot von S aus auf die Gerade DE seinen
Lotfuf3punkt L auf der Strecke DE hat.

Zum Schutz des Scheuneneingangs vor Regen befestigt Bauer Jansen in den Punkten C
und E des vorderen Giebels sowie in einem Punkt P, der in der x-y-Ebene liegt, eine
Plane in Form eines gleichschenkligen Dreiecks.

Beschreiben Sie die Lage aller Punkte des Anschauungsraumes, die von den Punkten C
und E denselben Abstand haben.

Begriinden Sie, dass alle Punkte der x-y-Ebene, die von den Punkten C und E denselben
Abstand haben, die gleiche y-K oordinate besitzen.
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21
212

212

Losungen

Berechnung von Gebaudeteilen

Koordinaten und Flacheninhalt der Giebelflache 4,5 Punkte

Aus Text und Zeichnung: A(20|-6]0) ; C(20|6|6) ; D(20|-6]6) und E(20| 0| 10)

Die Giebelflache | &sst in ein Rechteck =S

und ein aufgesetztes Dreieck zerlegen. am
e Flacheninhalt des Rechtecks D

Esgilt: p(A)=12-6=72 (m?

e Flacheninhalt des Dreiecks (elementargeometrisch)
Die beiden Teildreiecke lassen sich aus Symmetrie-
grunden zu einem Rechteck zusammensetzen.
Daher gilt: pu(A) =6-4=24 (md A 6m 6m B

Die Giebelflache hat also den Inhalt: p(A) = p(Ar) + p(A2) = 96 (m?)
Alternative: Berechnung des Flacheninhalts des Dreiecks mithilfe des V ektorprodukts

6m

0 0 0) (0
u(Az):%wﬁxﬁp%w 12 || 6 :%-12-2 1|x| 3
0 4 0) (2
2
=12-1|0|| =12-2=24
0
Normalengleichung der nérdlichen Dachebene 2,0 Punkte
0 0
e Richtungsvektoren: ED =|-6| ; wahleu =|3
-4 2
0 20 20 1
EF = o} 0= o] . wahlev =10
10 10 0 0
0 1 0 0
e Normaenvektor: uxv=|3|x|0|=| 2| ; wahled=|-2
2 0 -3 3
¢ Punktnormalengleichung:
0 20
ev: i-(x-e)=0< | -2|- | x-| 0| |=0
3 10

Allgemeine Normalengleichung: ey: | -2 |- x —-30=0
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2.1.3 Winkelberechnung 2,0 Punkte
Der gesuchte Innenwinkel der Giebelflache kann z. B. berechnet werden als Winkel
zwischen den Vektoren
0
EC=| 6 mit|§|: /02+62+(—42 :\/@
-4
0
ED =|-6| mit | ED |= J0?+(-6)?+(-4)> = /52
-4
cos(z) EC-ED _0-36+16 0,385, a0 £ ~112,6°
&)= = =—5 7Y ) &= )
‘EHED‘ V52 /52 %2
Alternative: Elementargeometrische Berechnung Uber tan(%) = % .
2.2  Solarmodule auf der stdlichen Dachflache
2.2.1 Solarmodule alle langs oder quer anordnen 4,0 Punkte
Die Dachflacheist ein Rechteck mit der Lange a = 20 und
0
der Breiteb=|EC |=|| 6| =52 ~7,2
-4
e Module léngs montiert
(20,0-0,6): 1,6 =12 (mit Rest) ; (7,2—0,6) : 1,0 = 6 (mit Rest)
Anzahl der Moduleindiesem Fall: 12-6=72
e Module quer montiert
(20,0-0,6): 1,0=19 (mit Rest) ; (7,2—0,6) : 1,6 = 4 (mit Rest)
Anzahl der Modulein diesem Fall: 19-4=76
Legt man die Module langs, so passen 72 Module auf die Dachfl&che, legt man sie quer,
so reicht die Dachflache fur 76 Module. Also sollte man die Module quer montieren.
2.2.2 Winkel, unter dem die Sonnenstrahlen auf die Flachen der Solarmodule 3,5 Punkte

fallen
Berechnet werden soll zunéchst der Winkel o Sonne
zwischen der siidlichen Dachebene und der
Grundebene.

e Normalenvektor der siidlichen Dachfléache:

0 20 0
ECxEF =| 6| x| 0|=|-80
-4 0 -120 Grundebene C

Wiahle fig = | 2| mit |Ag |= \0?+22+3 =13
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e Normalenvektor der Grundebene (parallel zur x-y-Ebene)
0

Wéhle i, = |0 mit [A, [=1
1
Fir den Winkel « folgt dann:

Ng'Ny 3 3
| [Ry| V31 i3
Fir den Winkel » zwischen der Dachflache und dem Sonnenstrahl folgt dann:

y = 180° — (33,7° + 61,0°) = 85,3°

cos(a) = ~0,832 , dso a=337°

M obilfunkantenne auf der nordlichen Dachflache

Lange des Maststiicks 2,5 Punkte
Betrachtet wird die Gerade g durch S(11 | -3 | 14) senkrecht zur x-y-Ebene:
11 0

Der Schnitt dieser Geraden g mit der nordlichen Dachebene ey ergibt den Punkt Q:

0 11 0
enng: |-2|-||-3|+1:0||-30=0 < 48+1-3-30=0 < A1=-6
3 14 1
11 0 11
Einsetzen: q=|-3|+(-6)-|0|=|-3]| ; alsoQ(11|-3|8)
14 1 8

Der Unterschied der z-Koordinaten der Punkte Sund Q ergibt die gesuchte L énge.
Der Mast ragt also 14 m —8m = 6 m aus der Dachfléche heraus.

L otfuBpunkt auf der Strecke DE 3,5 Punkte
Gesucht ist der Lotfuf3punkt L von Szur Geraden durch D und E.

20 0
GeradehdurchDundE; x=d +A-DE =| -6 [+4-|6

6 4

¢ Berechnung des Lotful3punktes:
Hilfsebene durch S senkrecht zur Gerade durch D und E:

0 11 0

—

eq:|6|- | x=|-3||=0< [6].- x-38=0
4 14 4
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Einsetzenvon hin ey:

0 20 0
6 |- -6 [+1-|16 —38:0C>—12+52/1—38:O<:>/1:%
4 6 4
e Uberpriifung beziiglich der Srecke DE :
Wegen 0 < % < 1 liegt der LotfuRpunkt L auf der Strecke DE .
Plane vor dem westlichen Giebel
Punkte mit gleichem Abstand von den Punkte C und E 1,0 Punkte

Die zu beschreibende Punktmenge ist die Ebene mit dem Normalenvektor CE, welche
durch den Mittel punkt der Strecke CE verlauft.

Gleiche y-K oordinaten 2,0 Punkte
Die Menge aller Punkte der Grundebene, die von C und E denselben Abstand haben, ist
die Schnittgerade der Mittelebene der Strecke CE mit der x-y-Ebene.

1
Beide Ebenen haben den Vektor | O | a's Richtungsvektor.

0
Deshalb ist dies auch ein Richtungsvektor der Schnittgeraden der beiden Ebenen.

Dieser Richtungsvektor lasst gemal’ der Parametergleichung der Schnittgerade die y-Ko-
ordinate (und die z-Koordinate) unverandert.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

In der Saison 2011/12 gewannen die Spie-
ler der Miami Heat den Meistertitel in der
amerikanischen Basketball-Profi-Liga.

3.1 Zum Kader der Miami Heat zahlten sechs Guards (Aufbauspieler), vier Centers (zentra-
le Spieler unter dem Korb) und sieben Forwards (Fliigel spieler).

3.1.1 Geben Sie die Anzahl der Moglichkeiten an, alle Spieler des Kaders zur Présentation
nacheinander auf das Spielfeld zu rufen.

3.1.2 Beim Basketball sind beim Start stets genau funf Spieler (, Starting Five") jeder der bei-
den Mannschaften auf dem Feld. Berechnen Sie die Anzahl der verschiedenen M6glich-
keiten des Trainers der Miami Heat, seine Gruppe der ,, Starting Five" zu bilden.

3.1.3 Ublicherweise besteht die Startaufstellung aus zwei Guards, einem Center und zwei
Forwards.
Berechnen Sie die Anzahl der M6glichkeiten fur eine solche 2-1-2-Aufstellung.

3.2 Ein Foulspiel wird im Basketball mit Freiwirfen geahndet. Im Folgenden wird ein so

genannter Doppelfreiwurf betrachtet, bei dem ein Spieler zweima nacheinander in
Richtung Korb wirft. Die Ereignisse, beim ersten bzw. beim zweiten Wurf in den Korb
zu treffen, sind dabei abhangig, was sich leicht mithilfe der Sportpsychologie erklaren
|&sst.
LeBron James, der Starspieler der Miami Heat, traf in der vergangenen Saison bei ei-
nem Doppelfreiwurf mit der Wahrscheinlichkeit 75 Prozent beim ersten Wurf in den
Korb. Die Trefferwahrscheinlichkeit beim zweiten Wurf betrug ebenfalls 75 Prozent.
Die Wahrscheinlichkeit fur zwel Treffer nacheinander lag jedoch nur bei 60 Prozent.

3.2.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass LeBron James auch beim zweiten
Freiwurf trifft, wenn er bereits beim ersten Freiwurf getroffen hat.
[zur Kontrolle: 80 Prozent]

3.2.3 Legen Sie fur Wurf 1 und Wurf 2 eine vollsténdig beschriftete Vierfeldertafel an oder
zeichnen Sie ein vollsténdig beschriftetes Baumdiagramm.

3.2.3 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass LeBron James ...
3.23.1 ... bei einem Doppelfreiwurf mindestens einmal trifft.
3.2.3.2 ... bei einem Doppelfreiwurf genau einmal trifft.
3.2.3.3 ... beim zweiten Wurf trifft, wenn er beim ersten Wurf nicht trifft.
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Ein Spieler erzielt drei Punkte, wenn er beim Wurf oder beim Absprung weiter vom
Korb entfernt ist als die am Boden markierte Drei-Punkte-Linie und der Ball im Korb
landet.

Chris Bosh hatte in der Saison 2011/2012 mit 54 Prozent die hochste Trefferquote bel
Drei-Punkte-Wirfen im Team der Miami Heat.

A
.\.(\

®/-Pynkre"
[
\_/
N
o

o

O

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der Chris Bosh genau acht von zehn Drei-
Punkte-Wirfen verwandelt.

Ermitteln Sie, wie grof? die Wahrscheinlichkeit dafir ist, dass Chris Bosh bei zehn Drei-
Punkte-Wirfen hochstens siebenmal den Korb trifft.

Bestimmen Sie, wie viele Drei-Punkte-Wirfe Chris Bosh bendtigt, um mit mindestens
99%-iger Sicherheit wenigstens einmal den Korb zu treffen.

Im NBA-Finae spielen die zwel aus den Ausscheidungsspielen (, Playoffs*) qualifi-
zierten Mannschaften so oft gegeneinander, bis eine der beiden Mannschaften vier Spie-
le fr sich entschieden hat; ein Unentschieden ist dabei nicht moéglich (, Best-of-seven®).

Im Folgenden werden die beiden im Finale stehenden Mannschaften als gleich stark
eingeschétzt.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafirr, dass das Finale aus vier Spielen besteht.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Finale nach funf Spielen zu Ende?
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Losungen

K ombinatorik

Alle Spieler des Kaderskommen nacheinander auf das Spielfeld. 1,0 Punkte

17! ~ 356 - 10™

Bildung der Gruppe , Starting Five" 1,0 Punkte
17

(5) =6188 (Auswahl: 5 aus 17)

M dglichkeiten fur eine 2-1-2-Aufstellung ( Guards: 2 aus6 2,0 Punkte
6 4 7 _ Center: 1aus4

(zj ’ (J ’ EZJ =1260 Forwards: 2 aus 7))

Zweistufige Zufallsexperiment
T4 : Treffer beim ersten Wurf
T, : Treffer beim zweiten Wurf
N; : kein Treffer beim ersten Wurf
N, : kein Treffer beim zweiten Wurf

L eBron Jamestriff auch beim 2.Wurf, wenn er schon beim 1. Wurf 1,5 Punkte
getr offen hat
P(T,~T) 060
P-(T,) = = = = 0,
(T2 ol o7s =08=80%
Vierfeldertafel oder Baumdiagramm 3,0 Punkte
Ty N1 >
T, 0,60 | 0,15 | 0,75 0,75 0,25
N> | 0,15 | 0,1 | 0,25
>y 075|025 | 1 T N1
0,8 0,2 0,6 0,4
T2 N> T> N2

LeBron James

Beim Doppelfreiwurf mindestensein Treffer 1,5 Punkte
Hier ist die Betrachtung des Gegenereignisses gunstiger.
P(T1UT)=1-P(T,uT,)=1-P(T,NnT,)=1-0,25-0,4=0,9 = 90%

Beim Doppelwurf genau ein Treffer 1,5 Punkte
P(TinNg) +P(T2nNy)=0,75 - 0,2+ 0,25 - 0,6 =0,15+ 0,15= 0,3 =30%
Treffer beim 2. Wurf, wenn er beim 1. Wurf nicht getroffen hat 2,0 Punkte

P(T,~N) _ 025.06

= = 0,
PNy 025 0,6 =60%

Nl( 2) =
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ChrisBosch
Esliegt eine Bernoulli-Kette mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,54 vor.

Genau 8 Treffer bei 10 Wirfen (n = 10) 1,5 Punkte

P(T=8)= (13 . 0,54% . 0,462 ~ 0,069 = 6,9%

Hochstens 7 Treffer bei 10 Wirfen (n = 10) 2,0 Punkte
P(T<7)=1-P(T=>8)

=1—( (1:] -0,54°- 0,46° + (13 -0,54°- 0,46 + Gg] .0,54%. 0,46°)

=1-(0,069 + 0,018 + 0,002) =1 —-0,0089 = 0,911 = 91,1%
Berechnung der Kettenlange 3,5 Punkte
P(T>1)>0,99 < 1-P(T =0) > 0,99

n
@1—(0)0,540-0,46” > 0,99

<1-0,46" > 0,99

< 0,76" < 0,01

S In(0,01)

In(0, 46)

Der Spieler Chris Bosh bendtigt mindestens 6 Drei-Punkte-W(rfe.

~ 5,93

NBA-Finale

A: Mannschaft A gewinnt das Spiel
B: Mannschaft B gewinnt das Spiel

Finale mit genau 4 Spielen 2,0 Punkte
P(Spieleanzahl 4) = P(Eine Mannschaft gewinnt die ersten 4 Spiele)
= P((AAAA) + P((B,B,B,B))
= 0,5'+0,5*=0,125 = 12,5%
Finale mit genau 5 Spielen 2,5 Punkte
P(Spidleanzahl 5) = P((BAAAA)) + P(ABAAA) + P(AABAA))
+ P((A/A/AB,A) + P((AB,B,B,B)) + P((B,A,B,B,B))
+ P((B,B,A,B,B)) + P((B,B,B,A,B))
= 0,5°-8=0,25=250%
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Aufgabe 1
ANALYSIS

1 Gegeben sind die Funktionen

7

f:R—> R mit f(x)=—2x*+5x—~ und h: Dpac— R mit h(x) ="

8-x °
1.1.1 Bestimmen Sie den Hochpunkt des Graphen der Funktion f.
1.1.2 Berechnen Sie den Punkt, in dem der Graph von f die y-Achse schneidet.

1.2 Untersuchen Sie nun die Funktion h.
1.2.1 Bestimmen Sie fur die Funktion h den maximalen Definitionsbereich.

1.2.2 Geben Sie die waagrechte und die senkrechte Asymptote der Funktion h an und bestim-
men Sie die Grenzwerte von h an der Definitionsl ticke sowie fr X — —o und flir X — +oo.

1.2.3 Beschreiben Sie die Lage der Punkte P1(4,5 | h(4,5)) und P»(11,5| h(11,5)) bezlglich des
Punktes (8 | 0) und begrinden Sie Ihre Aussage.

1.3 Bestédtigen Sie:
Die Graphen der Funktionen f und h haben die Punkte G;(I | 1) und G,(7 | 7) gemeinsam.

14 Skizzieren Sie unter Berlicksichtigung aler bisherigen Ergebnisse die Schaubilder der
Funktionen f und h in ein gemeinsames Koordinatensystem im Intervall [-1 ; 13].
(1 Langeneinheit = 0,5 cm)

1.5  Ein Sporthotel plant eine etwa 10 000 m? grofke AuRenanlage, die in einen Pool mit Lie-
gebereich und Spielwiese aufgeteilt wird. Abbildung 1 zeigt die Anlage in der Drauf-
sicht. Dabei gilt: 1 Langeneinheit = 10 m. Die Berandung des Pools kann durch die
Funktionen f und h (aus 1.) beschrieben werden.

y

Spielwiese

10 - "

Liegebereich| X
:

Abbildung 1
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Der Hotel prospekt wirbt mit der Aussage:

» 80 m Kraulen ohne Wende, ohne Kurven! In unserem Pool kein Problem.”
Bestétigen Sie, dass diese Aussage stimmt.
Der 75 m breite Liegebereich mit Sonnenliegen und Esstischen wird vollstéandig ge-
pflastert.
Welche Materialkosten muss der Architekt einplanen, wenn er fir einen Quadratmeter
28,50 € veranschlagt?

Um den Weg zwischen Spielwiese und Getrankebar abzukiirzen, wird eine Ful3ganger-
briicke Uber den Pool gebaut. Diese verlauft senkrecht zur oberen Poolberandung und
beginnt in (3| 7) (siehe Abbildung 1).

Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die die Lage der Briicke beschreibt.

Abbildung 2 zeigt die Graphen zweier Funktionen
f: R > R mit f(x)=(6+3x) e X
und
g: R > R mit g(x)=(-3x—6) - € 2°% |

(1)

(2)

Abbildung 2

Ordnen Sie den Graphen die passende Funktionsgleichung zu und begriinden Sie je-
weils lhre Zuordnung.

Erléautern, wie der Graph von g aus dem Graphen von f hervorgeht und begriinden Sie
Ihre Aussage anhand der Funktionsgleichungen.

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der beiden Graphen.

Die Graphen von f und g Uber [-2 ; +oo[ sollen den Querschnitt durch eine Zwiebel dar-
stellen.

Zeigen Sie:
Anihrer dicksten Stelleist die Zwiebel 12 Langeneinheiten dick.

[ Zur Kontrolle: f'(x) =—-1,5x - g 05x ]



G-Kurs Haupttermin 2013

11

111

112

1.2

121

122

123

13

Losungen

Untersuchung der Funktion f

Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (x) = —% X% + 5X—% :

Hochpunkt des Graphen von f 2,5 Punkte
Ableitungen: f'(x) =—x+5; f"(x) =-1

= Notwendige Bedingung: f'(x) =0 < x=5

= Hinreichende Bedingung: f"(5) =-1<0, also liegt eine Maximumstelle vor.

= Angabe des Extrempunkts: Mit f (5) = 9 ergibt sich der Hochpunkt H(5 | 9).

Schnittpunkt mit der x-Achse 0,5 Punkte
Wegenf (0) = -2 =-3,5 ergibt sich S0 | -3,5).

Unter suchung der Funktion h

Betrachtet wird nun die Funktion mit der Gleichung h(x) = 8T7x .

Maximale Definitionsmenge 0,5 Punkte
Esgilt Dnax = R \{8} , denn 8 ist Nullstelle der Nennerfunktion von h.

Asymptoten und Grenzwerte 3,0 Punkte
= waagerechte Asymptote: x-Achse, denn hist ein echt gebrochenrational e Funktion.
» senkrechte Asymptote: x =8, denn 8 ist Definitionslticke von h .
= Grenzwerte: lim h(x) =0" limh(x) =0

X—>—00 X—>+0

limh(x) = +o0 limh(x) = -

X—8" x—>8"

Lage der Punkte P, und P, 3,0 Punkte
8 ist die Mitte zwischen 4,5 und 11,5.

Esgilt: h(11,5) =-2=-h(4,5) .

Die Punkte P1(4,5 | 2) und P»(11,5 | —2) liegen aso punktsymmetrisch zu (8 | 0).

Schnittpunkte G; und G, der Graphen von gund h 1,0 Punkte

Die Berechnung der zugehorigen Funktionswerte ergibt:

fQ)=-2@+51-7 =1 ; h(1)=8L_l =1

f(7)= -2 +57-2 =7 ; h(7):8777 =7

Die Graphen von g und h haben also die Punkte G; und G, gemeinsam.
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Graph 3,5 Punkte

N
N
e o K [P

AuRRenanlage Sporthotel

80 m Kraulen moglich 3,0 Punkte
Abstand der Punkte G(I | 1) und Gu(7 | 7):
d?= (7-17%+ (7-1)°=36+36=72 ; d=+72 ~849
Zwischen den Punkte G; und G, betrégt die Kraulstrecke etwa 8,49 - 10 ~ 85 m.
Die Aussage des Hotel prospekts trifft also zu.

Alternative: Der Abstand der Punkte (1 | 1) und (5 | 9) betragt /80 ~ 8,94.

Die entsprechende Kraulstrecke ist in diesem Fall etwa 89 m lang.
Pflasterung des Liegebereichs 3,0 Punkte
Gesucht ist dasMal3 der Flache zwischen G, und der x-Achse Uber dem Intervall [0; 7,5].

7,5 7,5 7 5 1 25
[ hdx = _[mdx:Y- 5= X =7-[-In|8-x|];

0

N

o

=7-[-In(0,5) — (-In(8))] ~ 19,41
Flacheninhalt: 19,41 - 100 m? = 1941 m?
K osten: 1941 m? - 28,50 mi =5531850 €

FuRganger brticke Gber dem Pool 3,0 Punkte
Gesucht ist eine Gleichung der Normalen an den Graphen von f im Punkt (3| 7).

= Ableitung: f'(x) =—x+5

= Steigung der Tangentein (3|7): m= f'(3)=-3+5=2

= Steigung der Normalein (3 7): mn:_%:_%

» Gleichung der Normalen: y=my - (X—Xo) + f(Xo)

_ 1
=—1 . (x-3)+7

1
=X+ —
2 2
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Abbildung mit den Graphen zweier Funktionen f und g
Betrachtet werden die Funktionen f (x) = (6+3x) - € ®** und g(X) = (-3x—6) - € %°*.
Zuordnung der Graphen zu den Funktionsgleichungen 2,0 Punkte

Graph (1) gehort zur Funktion f, Graph (2) zur Funktion g.
Mogliche Begriindung: lim f(x) =0 ; limg(x) =0

Entstehung des Graphen von f aus dem Graphen von g 1,0 Punkte
Wegen f (x) = —g(x) sind die Graphen spiegelbildlich zur x-Achse.

Schnittpunkt der Graphen 2,5 Punkte
Schnittbedingung:
f)=00) < (6+3x)-€ %" = (-3x-6) - &> |: e 0
= 6+3x = -3x-6
= 6x =-12
= X =-2
Wegen f(—2) = g(-2) = 0 ergibt sich der Schnittpunkt -2 | 0).
Dickste Stelle der Zwiebel 3,5 Punkte

Das Schaubild zeigt: Die dickste Stelle der Zwiebel ergibt sich aus den Funktionswerten
an der Extremstelle von f und g.

e Ableitung (1,5P)
f'(x)=3-e 2%+ (6+3x) - e %°X.(-0,5)
_ 3e—0,5x _ 3e—0,5x +1, 5xe—0,5x
— _:L 5X . e—O,5X
e Nullstellevon f' (05P)

f'(x) =0 < x=0 (mitVzw. der Form + 0 —
also Maximumstelle)

= Funktionswert (1,0P)
f(0) =6
Wegen der Symmetrie zu x-Achse gilt: g(0) = -6
= Ergebnis (0,5P)
Anihrer dicksten Stellex =0 ist die Zwiebel 12 Langeneinheiten dick.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die folgende Abbildung zeigt den Ausschnitt einer Lagerhale, die zu einer Wintersporthalle
umgebaut werden soll.

Der dargestellte Bereich hat eine Lange von 60m, eine Breite von 30 m und eine Hohe von 30m.
In ihm wird eine Piste al's Ebene durch die Punkte A(0 | 0] 20), B(30 | 0 | 10) und D(0 | 60 | 0)
festgelegt. Der Hallenboden liegt dabel in der x;3-x,-Ebene.

X
A

= X2

X1
1. Der Punkt C liegt in der Mitte der vorderen Bodenkante.
Geben Sie die Koordinaten von C an.

2. Von D nach A wird ein Schlepplift eingebaut. Das Schleppseil verlauft parallel zur Pis-
tenkante DA Uber je eine Umlenkrolle an den Enden. Berechnen Sie die Lange des Sei-
les, wenn der Rollendurchmesser vernachlassigt werden darf.

3. EinTrapez besitzt mindestens ein Paar paralleler Seiten.
Zeigen Sie: Das Viereck ABCD hat die Form eines Trapezes.

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene g,, in der die Piste liegt.
[ Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: €, : X1 + X2+ 3x3 = 60 ]

5. Welchen Winkel schlief3t die Pistenebene e, mit dem Hallenboden ein?

6. Im Punkt P(20 | 20 | 0) steht senkrecht zum Hallenboden ein Stitzpfeiler unter der Piste.
Bestimmen Sie den Punkt M, in dem der Pfeiler die Pistenebene g, erreicht.

7. Um den Spal¥faktor zu erhthen, wurde auf der Piste ein Higel aus Schnee errichtet. Sein
hochster Punkt liegt in H(20 | 20 | 10).
Welchen Abstand hat die Hiigelspitze H von der Pistenebene g,?

8. Am Ende der Piste befindet sich auf dem Hallenboden eine dreieckige Auslaufflache. Die-
se bekommt eine 40 cm hohe Schneedecke.
Wie viel m® miissen mit Schnee aufgefiillt werden?

9. Begriunden Sie:
Die Wege von C nach B, von B nach A und von D nach A sind gleich steil.
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Losungen

1. Punkt Cinder Mitteder vorderen Bordkante 0,5 Punkte

Punkt C(30|30|0) (x;-Koordinate: wieB ;
xo-Koordinate: halber Wert der x,-Koordinate: vonD ;
xs-Koordinate: 0, dain x;-x,-Ebene gelegen)

2. Sdllange 1,0 Punkte
Die Seillange entspricht der doppelten Lange des Vektors AD .
0 0 0
Esgilt: AD=|60|—|0 |=| 60
0 20 -20

| AD |= +0?+60%+20° = /4000 ~ 63,25

Die Seillange (ohne Rollen) betrégt also 126,50 m.

3. Nachweisder Trapezeigenschaft 1,0 Punkte
Zu zeigen: Es gibt ein Paar paralleler Seiten im Viereck ABCD.
0
AD =| 60
-20
30 30 0
BC=(30|-|0|=| 30
0 10 -10

Daher gilt AD =2- BC und damit AD || BC .

4. Koordinatengleichung der Ebene, in der die Piste liegt 3,0 Punkte
— Aufpunkt der gesuchten Ebene: A(0|0]20)
30 0 30 3
— Richtungsvektoren: AB=|0 [—| 0 |=| O |;wahed=| 0
10 20 -10 -1
0 0 0 0
AD =|60|-|0 |=| 60|; wahle v =| 3
0 20 -20 -1
3 0 3 1
— Normalenvektor: TG xv=| O|x| 3|=[3|; wahlen=|1
-1 -1 9 3
— Normalengleichungen von e;:
1 0
= Punktnormalengleichung: n-(x-—a)=0< |1]-(x-|0 |)=0

3 20



G-Kurs Haupttermin 2013

1
= Allgemeine Normalengleichung: |1|- X —60=0
3
= Koordinatengleichung: X1+ X, + 3% =60
5.  Winkel der Pistenebene mit dem Hallenboden 2,0 Punkte
Gesucht ist der Winkel zwischen der Ebene e- und der x;-X,-Ebene.
Normal envektoren:
1
= Ebenee,: np=|1
3
0
= Xx;-X-Ebene: n,, =|0| (Halenboden):
1

Fur den gesuchten Winkel ergibt sich damit:

N - Np 3 3
cos(a) = —2 P = = ~0,9045 ; esfolgt o~ 25,24°.
‘ng H np‘ \/171'1 \/ﬁ
6. Punkt M, in dem der Pfeiler die Pistenebenen erreicht 2,0 Punkte
Der Stitzpfeiler kann beschrieben werden durch die Gerade

20 0
g:x=120|+4-|0 (Aufpunkt: gegebener Punkt P(20 | 20 | 0)

0 1

Richtungsvektor: senkrecht zu x;-x,-Ebene)

Gesucht ist der Schnittpunkt der Gerade g mit der Ebene ep der Piste.
Einsetzen der Gleichung von g in die Gleichung von ep ergibt:

1 20 0
1(-1120|+4-|{0|| -60=0 < 40+31-60=0
3 0 1
< 31=20
_ 20
= l—?

Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung von g ergibt den Punkt M(20 | 20 | % ).
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7. Abstand der Hiigelspitze von der Pistenebene 2,0 Punkte
Gesucht ist der Abstand des Punktes H(20 | 20 | 10) von der Ebene ep .
1. Moglichkeit: Verwendung der Abstandsformel:
Als Punkt der Ebene wird A(O | O | 20) verwendet.

20 0 20
Danngilt: AH =|20|-| 0 |=| 20
10 20) (-10
1) ( 20
‘e) = X n-AH =L . : - 10 _
dH; er) = T [ne - AH | = = ; ig o =302

Der Abstand Spitze — Piste betragt etwa 3 m.
2. Moglichkeit: Anwendung der Lotgeradenmethode

1
Ebeneepr; [1|-x -60=0
3
20 1
Lotgeradel: x=h+A-n=[20|+4-|1
10 3
Einsetzen:
1 20 1
1| ]| 20]+4-|1 —60=O©70+111—60:0c>/1=—%
3 10 3

(Die konkrete Berechnung der Koordinaten des Lotful3punkts L ist nicht unbedingt er-
forderlich. Der gesuchte Abstand ergibt schon allein aus dem Parameterwert A = —1—2 )

Esfolgt:
ar noT - - 10
|[HL|=[h-T|=|-F -n|=3 In|=7 V11 = = ~302
Der Abstand Spitze — Piste betragt etwa 3 m.

8.  Volumen der Schneemenge 2,0 Punkte
Die dreieckige Auslaufflache ist rechtwinklig mit zwei Katheten der Lange 30 m.
Damit ergibt sich als Flacheninhalt: A= % 30 m- 30 m=450m?
Volumen: V = Grundflache - Hohe = 450 m? - 0,40 m = 180 m°
Es miissen also 180 m* mit Schnee gefiillt werden.

Alternative: Flachenberechnung vektorgeometrisch Uber den Punkt E(30 | 60 | 0).
0 -30 0

|ECxED |=3-||-30|x| O ||=3-|| O || =450
0 0 —900

A=

N
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9. Gleiche Steilheit der Wege
Esgilt: C(30]|30|0) ; B(30|0]10) ; A(O|0|20) ; D(0|60]|0)
= Der Weg von C nach B steigt auf 30 m um 10 m an: Steigung m

Wl Wik Wk

= Der Weg von B nach A steigt auf 30 mum 10 m an: Steigung m=
= Der Weg von D nach A steigt auf 60 mum 20 m an: Steigung m=
Alle Wege sind gleich steil.
Alternative: Argumentation tber Winkel und Parallelitét

1,5 Punkte
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1. Seit M&rz 2012 kann man in Deutschland den Eurojackpot spielen. Es Feld A: 5 aus 50
handelt sich dabei um eine Lotterie, bei der Personen aus sieben EU- (™5 |5 [= |[= |
Landern teilnehmen kénnen. (o [ 7 [e][=]
Die Abbildung rechts zeigt ein Tippfeld eines Eurojackpot-Spiel- (o o ][ ][]
scheins. Es gibt pro Spiel zwei voneinander unabhéngige Ziehungen: 6 o e [= ][

In einer ersten Ziehung (Feld A auf dem Tippschein) werden 5 von 50
Kugeln nacheinander ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der  |[ 2 |[ 2 [ 2 ][ 2= ][ 20|
Reihenfolge gezogen. (o [[aa o ][aa [ s ]
In der zweiten Ziehung werden die beiden so genannten Eurozahlen HElE [ 2 [ 0]
ebenfalls nacheinander ohne Zuriicklegen und ohne Berlicksichtigung afuls el
der Reihenfolge aus 8 moglichen Zahlen gezogen (Feld B auf dem Lao J[a7 as J[es [0 ]
TIppSChe| n)' ----- Feld B2 3Us 8 —-----
Es gibt verschiedene Gewinnklassen. In der Gewinnklasse | kann man
den Jackpot mit mindestens 10 Millionen Euro gewinnen. Dazu muss curozshlen
man in den beiden Feldern A und B ale Gewinnzahlen richtig ange- -

kreuzt haben.

1.1 Geben Siefiir beide Ziehungen jeweils die Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten an.

1.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit die Gewinnklasse | zu erreichen.

1.3 Herr Maier hat zwei Eurozahlen im Feld B angekreuzt. Die Ziehung der beiden Eurozahlen aus
Feld B kann mit einem zwei stufigen Baumdiagramm verdeutlicht werden.

Dabei soll fur einen Treffer T gelten:

T: Die gezogene Zahl ist eine der beiden von Herrn Maier angekreuzten Zahlen.
Fertigen Sie zu diesem Sachverhalt ein vollsténdig beschriftetes Baumdiagramm an und berech-
nen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass Herr Maier keine Eurozahl richtig angekreuzt hat.

2.  Glicksspiel kann stichtig machen. Eine Studie beschéftigte sich deshalb mit der Spielsucht. Dazu
wurden insgesamt 4000 Personen befragt, darunter 2800 Manner und 1200 Frauen. Es stellte sich
heraus, dass 10 der befragten Mé&nner und 3 der befragten Frauen spielstichtig waren.

2.1 Veranschaulichen Sie die Ergebnisse dieser Studie in einer Vierfeldertafel unter Angabe von ab-
soluten Haufigkeiten. Betrachten Sie dabei folgende Ereignisse:

M: ,, Die befragte Person ist mannlich.”
S: , Die befragte Person ist spielsiichtig.”

2.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

2.2.1 ,Einezufdlig ausgewdahlte Person ist nicht spielslichtig.”
2.2.2 ,Einezufdlig ausgewdahite Person ist eine spielsiichtige Frau.”

2.3 Eine zuféllig ausgewdahlte Person ist spielsiichtig. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass diese Person eine Frau ist.

3. Obwohl der Eurojackpot mit einem hohen Hauptgewinn lockte, wurde er von den Lottospielern
in den ersten Monaten eher gemieden. Lediglich etwa 8 von 100 Lottospielern spielten den Euro-
jackpot.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten, dass von 20 befragten L ottospielern

3.1 keine Person den Eurojackpot spielte,

3.2 genau zwei Personen den Eurojackpot spielten,

3.3 mindestens zwei Personen den Eurojackpot spielten.
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11

12

13

21

2.2
221

222

Losungen

Kombinationsmaoglichkeiten fir die beiden Ziehungen 1,0 Punkte

50
Ziehung A (Auswahl 5 aus50): Anzahl der Moglichkeiten ( 5} =2118760

8
Ziehung B (Auswahl 2 aus 8):  Anzahl der Moglichkeiten (2} =28

Wahrscheinlichkeit fir Gewinnklasse | 2,0 Punkte
A: ,Feld A richtig angekreuzt.” B: ,Feld B richtig angekreuzt.”
_ 1 _ 1
P(A) = 2118760 P(B) = 28
. - _ _ 1
DaA und B unabhangig sind, gilt: P(An B) =P(A) - P(B) = 5935380
Baumdiagramm und Wahr scheinlichkeit fir keine Eurozahl 3,0 Punkte

Baumdiagramm: 1//7 T Bezeichnungen:

Z{ T % N T: Zahl von Herr Maier gezogen

o7 T N: Zahl von Herr Maier nicht gezogen

R/ —
PN
1

P(, kein Treffer*) = P{(N,N)}) = g : g = 2_2 ~0,5357 (Pfad im Baumdiagramm)

6/8 N

Vierfeldertafel (mit absoluten Zahlen) 2,0 Punkte
M | M | =
S 10 3 13
S | 2790 | 1197 | 3987
¥ 2800 | 1200 | 4000

Bestimmung von Wahr scheinlichkeiten
» Eine zuféllig ausgewahlte Person ist nicht spielsiichtig.” 0,5 Punkte

P(S) = % = 0,09675 (Ablesen aus der Vierfeldertafel)
» Eine zufallig ausgewahlte Per son ist eine spielsiichtige Frau.” 1,0 Punkte
Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit eines UND-Ereignisses:

P(M A9 = ﬁ = 0,00075
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2.3

3.1

3.2

3.3

» Wahrscheinlichkeit, dass eine spielsiichtige Person eine Frau ist
Es handelt sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: M (Frau)
Bedingung: S (Die betrachtete Person ist spielstichtig.)
Damit ergibt sich:

_ 3
P(IMNS) _ 2000

P(S) = 13
4000

R(M) =PM |S) = ~ 0,2308

&lw

Alternative: Direktes Ablesen aus der Vierfeldertafel: PS(M) = o

Eurojackpot

Interpretation: Bernoulli-Kette der Lange n = 20
Treffer: , Spieler des Eurojackpots‘ mit p = 0,08

Keine Person spielt den Eurojackpot.

20
P(T=0)= [ . j .0,08°- 0,92 ~ 0,1887

Genau zwei Personen spielen den Eurojackpot.

20
P(T=2)= ( , j .0,082- 0,928 ~ 0,2711

Mindestens zwei Per sonen spielen den Eurojackpot.
PT>2)=1-P(T<2)=1-P(T<1) =1-(P(T=0)+P(T=1))
20
=1-(0,1887 + ( 1} . 0,08 - 0,92"9)

~1—(0,1887 + 0,3282) = 0,4831

IMNS| _ 3

1,5 Punkte

13

1,0 Punkte

1,0 Punkte

2,0 Punkte
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Aufgabe 1
ANALYSIS

11
12
13

14

15

151

152

153

Gegeben ist die Funktionen f: R - R ; X — X°—6x°+9x .
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion.
Untersuchen Sie die Funktion auf Extrempunkte.

Geben Sie die Grenzwerte fir x = +oo und fir x = —oo an und skizzieren Sie mit Hilfe
der bisher gefundenen Informationen den Graphen der Funktion f.

Berechnen Sie die Wendestelle der Funktion f und zeigen Sie, dass der Wendepunkt auf
der ersten Winkelhalbierenden liegt.

Textilfabrikantin Frau Nadel entwirft fur ihre Firma ein neues Logo. Als Aufdruck
wahlt sieein stilisiertes N (vgl. Abb.1). Dieses wird beschrieben durch obige Funktion

f:-Do>R: X X—6X°+9x .

Abb. 1 Abb. 2 Abb. 3

Welche Mal3e muss ein quadratisches Firmenschild haben, damit diesesN wiein Abb. 1
darauf passt (1 Langeneinheit =1 dm)?

Der dunkle Bereich unter dem N soll auf dem Schild farbig werden (vgl. Abb. 2).
Berechnen Sie den Flacheninhalt dieser Flache.

Firmenpartner Herr Zwirn mochte seinen Namen auch im Logo vertreten sehen. Des-
halb wird eine zusétzliche Linie (gedrehtes Z) eingefugt (vgl. Abb. 3).
Diese wird beschrieben durch

h:R—>IR: X 2x3—10x2+%x—12 .

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangenten an den Graphen von hiim Punkt (2] 2) .
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1

2. Gegebensind die Funktionen f: R - R ; x — 20+ 60e_ﬁx .
2.1 Bestimmen Sie den Funktionswert an der Stelle x = 30.
2.2 Berechnen Sie die Steigung des Graphen der Funktion f im Punkt (30 | f (30)).
2.3 Begrinden Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist.
2.4 Bekannt ist die Umkehrfunktion der Funktion f . Sie lautet:
f1:Dmx— R X > —20In(6—10x—%) .
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich vonf .
2.5 Untersuchen Sie die Funktion f und deren Umkehrfunktion f ~ (aus 2.4) auf Nullstellen.
2.6 Die folgenden Abbildungen zeigen die Graphen der Funktionen f, f ~und f'in falscher
Reihenfolge. Nutzen Sie Ihre Ergebnisse aus 2.1 bis 2.5 und ordnen Sie den Abbildungen
die entsprechenden Funktionen zu. Begrinden Sie Ihre Zuordnung.
@ ©)
Y180
60 -
40 -
20 -
X X X
26— 20 40 60 80 100 20 20 40 60 80 100| 20 20 40 60 80 TH6
-20 - . * + + . 20 v+ e . -20 + s e e
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11

12

13

14

Losungen

Untersuchung der ganzrationalen Funktion f
Betrachtet wird zunéchst die Funktion f: R >R ; X > x®—6x*+9x .
Nullstellen 2,5 Punkte
f(x) =0 < x-(¢—6x+9)=0
=N x-(x—3)?=0
< x=0(einfach) v x= 3 (doppelt)
Extrempunkte 4,5 Punkte
= Ableitungen: f'(x) =33 —12x+9=3. (¥ —4x+3)=3- (x—=1) - (x—23)
f"(x) =6x—12
f"(x) =6
» Notwendige Bedingung: f'(x) =0 < x=1 v x=3
» Hinreichende Bedingung: f"(1) =—6, also Maximumstelle. Mit f(1) = 4 folgt H(1 | 4).
f"(3) =+6, aso Minimumstelle. Mit f(3) = 0 folgt T(3 | 0).

Grenzwerteund Graph 3,0 Punkte
Grenzwerte: Iir_n f(X) =—0 ; lim f(X) =+
Graph Rz

Wendepunkt 3,0 Punkte
= Notwendige Bedingung: f"(X) =0 < 6x—12=0 < x=2

= Hinreichende Bedingung: f"(2) =6+ 0, also Wendestelle.

= Angabe des Wendepunkts: Mit f(2) = 2 folgt W(2 | 2).

Wegen x,, = 2 =y, liegt W auf der ersten Winkelhalbierenden.
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15
151

152

153

2.1

2.2

2.3

24

Firmenschild
M alRe des Firmenschildes 1,0 Punkte
Die Quadratseiteist 4 dm lang (vgl. Schaubild in 1.3).

Flache 2,5 Punkte
Gesucht ist das MalR’ der Flache zwischen G; und der x-Achse Uber dem Intervall [0 ; 3].

3 3
Jf(x) dx = I(x3—6x2+9x) dx = [%x“—Zxﬁ%xz}z :(%1 —54+ 871)—0=6%
0 0

Die Flacheist 6,75 dm? grof.
Tangentengleichung 2,5 Punkte
Betrachtet wird die Funktionh: R — R ; X §x3—10x2 +%1x—12 :
Ansatz fir die Gleichung der Tangente an der Stelle 2 gilt: y= h'(2) - (x—2) + h(2)
= Ableitung: h'(x) = 5x° — 20x+%1

= Steigung an der Stelle2: h(2) = 5:4-20-2+2 = =

= Funktionswert: h(2) =2 (gemél3 Vorgabe Punkt (2] 2))

Damit ergibt sich die Tangentengleichung: y = % -(x=2)+2= % X+ %
Untersuchung der Exponentialfunktion f

Betrachtet wird die Funktionen f: R — IR ; x — 20+ 60e7§x .

Funktionswert an der Stelle 30 0,5 Punkte
£(30) = 20+ 606 ® ° ~ 33,39

Steigung des Graphen an der Stelle 30 1,5 Punkte
Abldtung. /() = 606 @ (-L)= 3¢ &

Steigungswert; f'(30) = —3e_% 0 067

Umkehrbarkeit 1,5 Punkte

Esqilt f'(x) <Ofur alexeIR . Dies bedeutet, dass f streng monoton fallend und damit
auch umkehrbar ist.

M aximale Definitionsmenge von f * 2,5 Punkte
Angegeben ist: f (x) = —20 |n(6—10x - %) .

- i .11 Lyl
Bedingung fur den In-Term: 0 X3 >0 & 0X>3 © x> 20
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25 Nullstellenvon fund f 2.5 Punkte

1y RN
e vonf: fX)=0 & 20+60e ® =0< e ?® =-

Die Funktion f hat keine Nullstellen.

Wl

(unerfllbar)

1. g = o0in(Exol) e Ly 1.
e vonf™: f7(X)=0 < 20In(60x 3) © 55X 3 1
1, _4 _
S XT3 & X 80
2.6  Zuordnungder Graphen 2,5 Punkte

e Bild 1 zeigt den Graphen von f', dadie Ableitungsfunktion nur negative Funk-
tionswerte annimmt.

¢ Bild 2 zeigt den Graphen von f, daf nur positive Funktionswerte annimmt.
e Bild 3 zeigt den Graphenvonf ™, da f ™ bei 80 eine Nullstelle hat.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

In einem fernen Land empféangt ein Herrscher vor seinem Palast einen Staatsgast. |hm zu Ehren wird
ein roter Teppich ausgelegt. Dartiber wird al's Regenschutz ein Zelt errichtet. Das Zelt besteht aus vier 3
Meter hohen Pfosten und zwei dreieckigen Giebelseiten mit den Spitzen G(6 | 1,5 | 5) und F(0 | 1,5 | 5).
Das Zelt ist 6 Meter lang, 3 Meter breit und 5 Meter hoch.

(1 Langeneinheit = 1 Meter)

X2

XA
Geben Sie die Koordinaten der Eckpunkte B, D und E an.

Die linke Teppichkante (vgl. Abb.) wird beschrieben durch

0 6
g:x=|1|+4-|-025
0 0

Begriinden Sie, dass der 1 Meter breite Teppich nicht mittig unter dem Zelt liegt.

3. Anjeden Pfosten wird in zwel Meter Hohe eine Lampe fixiert. Geben Sie eine Gleichung
der Ebene an, in der diese Lampen befestigt sind.

4. Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene ey in der die Dachflache CEFG
liegt. [ Zur Kontrolle: ep: 4x; + 3x3 =21]
Zeigen Sie: Das Giebeldreieck DCG ist nicht rechtwinklig.

Im Diagonalenschnittpunkt der Dachfldche CEFG ist die Abdeckplane beschadigt. Re-
genwasser tropft senkrecht auf den Boden. Landen die Tropfen auf dem Teppich? Be-
grinden Sie lhre Antwort durch eine Rechnung.

7.  Auf der Palastterrasse steht ein Kameramann. Er hat seine Kameraim Punkt (10 8] 7) in
-14
Richtung n = | —6 | ausgerichtet.
-7
Berechnen Sie, in welchem Punkt auf dem Vorplatz die Staatskarosse halten soll, damit
der Kameramann das Aussteigen des Gastes gut aufnehmen kann.
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Losungen

Koordinaten der Eckpunkte 1,5 Punkte
PunkteB(63]0),D(6]0]3),E(0]|3]3) (folgt ausden gegebenen Langenangaben)
Teppich nicht mittig unter dem Zelt 1,0 Punkte
6 1
Der Richtungsvektor | —0,25 | von gist nicht kollinear zu | O | (Richtung x;-Achse).
0 0

Die Teppichkante ist nicht parallel zur x;-Achse. Der Teppich kann nicht mittig liegen.
Alternative: vordere Teppichmitte M1(6 | 1,25|0) # vordere Zeltmitte Mz(6 | 1,5 | 0)

Gleichung der Ebene, in der die Lampen befestigt sind 1,0 Punkte

Bei der gesuchten Ebene handelt es sich um eine Ebene parallel zur x;-x.-Ebene (Glei-
chung x3 = 0) im Abstand 2.

Sie hat daher die Koordinatengleichung x; = 2.

0 1 0
Alternative: Parametergleichung: x =[O0 |+A-|0|+pn- |1
2 0 0
Koordinatengleichung, in der die Dachflache CEFG liegt 3,5 Punkte
Aufpunkt der gesuchten Ebene: F(0|1,5|5)
6 0 6
— Richtungsvektoren: FG = [15|—|15|=|0
5 5 0
0 0 0
FE=|3|-|15|= |15
3 5 -2
6 0 0 0
— Normalenvektor: FG x FE=|0|x|15|=(12| ; wahlen=|4
0 -2 9 3
0 0
= Punktnormalengleichung: 4|-(x-[15))=0
3 5
0
= Allgemeine Normalengleichung: |4 |- x —21=0
3

» Koordinatengleichung: ep: 4x,+ 3%, = 21
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5. Giebeldreieck nicht rechtwinklig 2,5 Punkte

Das Dreieck ADCG ist gleichschenklig mit der Basis DC . Als rechter Winkel kommt da-
her nur der Winkel <« DGC in Frage.

Mit C(6 | 3 | 3) erhdlt man fur die Richtungsvektoren:

6 6 0
GD =|0|-|15|=|-15
3 5 _2
6 6 0
GC =|3|-[15|=|15
3 5 )
0 0
Damit ergibt sich: GD - GC = |-15|-|15|=0-225+4=1,75=0.
_2 )

Das Dreieck ADCG ist also nicht rechtwinklig.

6. Tropfen auf dem Teppich 2,5 Punkte
Mittel punkt der Strecke CF :
6 0 3
Mg =5-(C+f)=2-]|3]+[15||=|225
3 5 4

Projektion in x;-xo-Ebene ergibt den Punkt: (3] 2,25 | 0)
Die Tropfen landen (rechts) neben dem Teppich, dafir die x,-Koordinate gilt 2,25 > 2.
7. Haltepunkt der Staatskarosse 3,0 Punkte
Gesucht ist der Schnittpunkt (Spurpunkt) von
10 -14
Ok: X=|8|+A-| —6 | und der x;-x,-Ebene mit der Gleichung x3 = 0.
7 -7
Ausxz=0folgt: 7-71=0 < 1=1
Das Auto solltein A(- 4| 2 | 0) halten.
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

11

1.2

2.1

2.2

2.3

3.1

3.2

3.3

34

In einer Urne befinden sich schwarze, rote, blaue und griine Kugeln. Es wird zufélig eine Kugel
gezogen und deren Farbe festgestellt. Dadurch ergeben sich folgende Ereignisse:

S: Eswird eine schwarze Kugel gezogen. R: Eswird eine rote Kugel gezogen.

B: Eswird eine blaue Kugel gezogen. G: Eswird eine grine Kugel gezogen.

Uberprifen Sie, ob es sich bei der im Folgenden dargestellten Funktion um ein Wahrscheinlich-
keitsmal? fir obiges Zufallsexperiment handeln konnte. Begrinden Sie Ihre Entscheidung. Falls

es sich um ein Wahrscheinlichkeitsmal3 handelt, geben Sie an, wie viele Kugeln sich von jeder
Farbe in der Urne befinden konnten.

{OJ}‘S‘R‘B‘G
1

P{o}) | 04 i
Das Abzahlen von Kugeln in einer Urne ergab folgende Situation: In der Urne lagen doppelt so
viele schwarze wie rote, doppelt so viele rote wie blaue und doppelt so viele blaue wie griine Ku-

geln. Geben Sie fir diese Situation in einer Tabelle ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmal? an.

‘ 0,125

3 120

Bei der Kaninchenzucht von Englischen Schecken kommen Uber lange Zeit gesehen reinweil3e
Schecken, Typenschecken (weil3e Kaninchen mit schwarzer Punktkette) und schwarze Schecken
imVerhdltnis1:2: 1vor.

Bauer Albert liefert die nachsten 30 Nachkommen seiner Scheckenzucht an eine Tierhandlung.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt genau die Hélfte das typische Punktmuster?

Schwarze Schecken lassen sich schlecht verkaufen. Wie sicher kann ein Zichter sein, dass er bei
10 Geburten hdchstens eine schwarze Schecke bekommt?

Bel Zichter Lampe ergab sich bei seinen 24 Jungtieren zuféllig genau das in 2. beschriebene
Verhdtnis1: 2: 1. Er will zwei Kaninchen verkaufen und greift dazu nacheinander zweimal in
den Kaninchenstall, nimmt zuféllig eines heraus und sperrt es in die Transportbox. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit sind zwei reinweil3e Kaninchen in der Box?

Smartphones sind immer mehr im Kommen und werden von verschiedenen Firmen hergestellt.
Ein Gerédt der Marke X wurde weltweit im Jahre 2012 von 12% aller Smartphonekaufer erwor-
ben. Die Geréte der Marke X gibt es entweder mit dem Betriebssystem Android oder mit einem
anderen Betriebssystem.

68% aller Smartphonekaufer haben sich flr das Betriebssystem Android entschieden. Von denje-
nigen, die kein Android ausgewéhlt haben, entschieden sich 30% flr die Marke X.

Zeichnen Sie zu oben genanntem Sachverhalt ein geeignetes Baumdiagranm und beschriften Sie
die Aste soweit wie mdglich mit Wahrscheinlichkeiten, die man aus dem Text entnehmen kann.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wahit einer der oben genannten Kaufer weder das Betriebssys-
tem Android noch die Marke X?

Berechnen Sie, wie viel Prozent aler Smartphonekaufer sowohl Android als auch die Marke X
wahlen. Beachten Sie dabel, dass 12% aller Kaufer sich fir die Marke X entscheiden.

Ein zuféllig herausgegriffener Smartphonebesitzer bedient gerade sein neu erworbenes Smartpho-
ne der Marke X. Mit welcher Wahrscheinlichkeit arbeitet dieses mit Android?
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2.1

2.2

Losungen

Urne mit schwar zen, roten, blauen und grinen Kugeln

Prufen auf Wahrscheinlichkeitsmaf3 3,0 Punkte
Alle Wahrscheinlichkeiten sind nichtnegativ.
Fur die Summe der in der Tabelle gegebenen Wahrscheinlichkeiten gilt:

s L 17 _ 48,40 15, 17 _
2P{w}) =04+ 35 +0125+ 55 = o5 + 55 T o0 T 10 1

Die Funktion ist somit ein Wahrscheinlichkeitsmali.

Es kdnnen sich 48 schwarze, 40 rote, 15 blaue und 17 griine Kugeln in der Urne befinden
(oder Vielfache davon).

Angabe eines Wahr scheinlichkeitsmal3es 2,0 Punkte
Gemal3 der Aufgabestellung gilt: s=2r , r=2b undb=2g.

Mogliche Anzahlen: 1 grin, 2 blau, 4 rot und 8 schwarz (insgesamt 15)

W-Malk: {(D}‘s‘r‘b‘g

8
P({w})‘l—5 1—5‘1—5‘1—5

Kaninchenzucht von Englischen Schecken
Esqilt: P(weil3e Schecken) = 0,25
P (Typenschecken) = 0,5
P(schwarze Schecken) = 0,25
Halfte der Schecken mit typischem Punktmuster 1,5 Punkte

Interpretation:
Bernoullikette der Lange n = 30
Treffer: , Typenschecken® p=0,5

Esqilt:
30
P(T=15)= (15) .0,5%. 0,5 ~ 0,1445

Bei 10 Geburten hdchstens eine schwar ze Schecke 2,0 Punkte

I nterpretation:
Bernoullikette der Lange n = 10
Treffer: schwarze Schecke mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,25

Esqilt:
10 0 10 10 1 9
PT<1)=P(T=0)+P(T=1) = ol 0,25 - 0,75 + N 0,25 - 0,75

~ 0,0563 + 0,1877 = 0,2440
Nur mit knapp 25% kann er sicher sein, hochstens eine schwarze Schecke zu bekommen.
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2.3

3.2

3.3

34

Zwei reinwei3e Kaninchen in der Box 1,5 Punkte
Bei 24 Schecken in dem angegebenen Verhaltnis 1: 2: 1 befinden sich 6 reinweil3e Sche-
cken, 12 Typenschecken und 6 schwarze Schecken in der Box.

6 5

P(,genau 2 weil3e") = 2% 3 ~ 0,0543

T T
Ziehung 1 Ziehung 2

Smartphones

Baumdiagramm 1,5 Punkte
A: Smartphone nutzt Android X: Smartphone der Marke X

X
ZA<

< X

0,3

032 A
0,7 > %

Weder das Betriebssystem Android noch die Marke X 1,0 Punkte
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit eines UND-Ereignisses:
P(A N X)=0,32-0,7=0,224 (Pfadim Baumdiagramm)

Sowoh! Android alsauch dieMarke X 1,5 Punkte
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit eines UND-Ereignisses P(A N X).
Unter Verwendung von P(X) = 0,12 und des (unvollstandigen) Baumdiagramm folgt:
P(X)=0,12 < P(A " X) +P(A nX)=0,12
< PANX) +0,32-03 =0,12
< P(ANX) +0,096=0,12
< P(AnX)=0,024

Wahrscheinlichkeit fir Arbeiten mit Android 1,0 Punkte
Es handelt sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: A (Arbeiten mit Android)
Bedingung: X (Smartphone der Marke X.)
Damit ergibt sich:
P(AnX) 0,024
RA) = =550~ "oz - 2?2
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ANALYSIS
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Gegeben ist die Funktion f: IR — IR mit f(x):—% x4+%x2.

Untersuchen Sie die Funktion auf Symmetrie und Nullstellen.
Bestimmen Sie die Extrempunkte des Graphen.

Zeichnen Sie unter Berticksichtigung der Ergebnisse von Teil 1.1 den Graphen von f.

Das rechts dargestellte Glasgefald ist im Original 5 cm hoch,
der Radius der oberen kreisformigen Offnung betragt 2,5 cm.
Das untere verschlossene Ende 18uft spitz zu. Das Gefél3 kann
zum Abmessen kleiner Fllssigkeitsmengen verwendet werden.
Zur Berechnung des Fullvolumens wird das Gefal als Rota-
tionskorper zu einer Randfunktion angesehen.

Die Funktion f stellt bel Einschrankung der Definitionsmenge auf das Intervall [0; 5] eine
geeignete Randfunktion dar. Begriinden Sie dies anhand ihrer Eigenschaften.

Berechnen Sie unter Angabe eines Integralansatzes und einer Stammfunktion das Fillvo-
lumen des GefaRes (in cm?®, gerundet auf zwei Nachkommastellen).

Um Markierungen zum Ablesen des V olumens anzubringen, wird die Flllkurve ermittelt.
Dazu fullt man gleichmallig Wasser ein und bestimmt fir wachsende Zeiten t die Flllho-
he h.

Begrunden Sie kurz, dass die Punkte der Fullkurve nicht auf einer Geraden liegt.

Skizzieren Sie ohne weitere Rechnung in einem geeigneten K oordinatensystem qualitativ
einen Graphen, der grundsétzlich die Fullkurve darstellen konnte. Erléautern Sie den Ver-
lauf des Graphen kurz im Sachzusammenhang.

Gegeben ist eine Funktionenschar f, durch
e

fy: D — IR mit fa(x):m mitac R™ .
Bestimmen Sie in Abhangigkeit vom Parameter a die Definitionsmenge D max.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte bei Anndherung der x-Werte an die
DefinitionslGicke.

Geben Sie mit Begriindung die Grenzwerte lim f,(x) und Iirp f,(x) an.

Untersuchen Sie f, auf Nullstellen und auf Symmetrie.

e (ax—a+1)

Zeigen Sie, dass fur die erste Ableitung gilt:  f3(x) = (@ x+1)?
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Bestimmen Sie in Abhangigkeit von a den Punkt, in dem der Graph von f, eine waage-
rechte Tangente besitzt.

Zeigen Sie (z.B. mithilfe der Teilaufgaben 2.1 und 2.2), dass es sich bei diesem Punkt um
einen Tiefpunkt handelt.

Ermitteln Sie die Gleichung der Kurve, auf der alle Tiefpunkte der Schar liegen.
Bestimmen Sie den Wert des Parameters a so, dass der Tiefpunkt die x-Koordinate O hat.
Geben Sie unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse die Definitionsliicke der

Funktion f; und die Koordinaten des Tiefpunktes von f; an.
Zeichnen Sie den Graphen von f; .

Gegeben ist eine Funktionenschar hg durch
x2-2x-15 .
hk(X) :W mit ke IR .
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich Dma in Abhangigkeit von k.
Bestimmen Sie die beiden Werte von k, fur die die Scharfunktion hy genau eine Nullstelle
hat.
Im Folgenden sei k= 9.

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich an und vereinfachen Sie den Funktionsterm
der zugehdrigen Funktion so weit wie méglich.

Untersuchen Sie die Funktion auf die Existenz von Polstellen und bestimmen Sie ggf. das
Verhalten der Funktion bei Anndherung der x-Werte an diese Stellen.

Ermitteln Sie die Asymptote der Funktion.
Zeichnen Sie den Graphen.

Berechnen Sie das Mal3 der Flache zwischen dem Graphen von hg und der Asymptote im
Intervall [0 ; 2] unter Angabe einer Stammfunktion.
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Losungen

1. Betrachtung einer ganzrationalen Funktion
Gegeben ist die Funktion f: IR — IR mit f(X)=- — x*+ %xz .

1.1 Untersuchung auf Symmetrie und Nullstellen sowie Extrempunkte 8,5 Punkte

e Symmetrie (15P)
f ist als ganzrationale Funktion mit nur geraden Exponenten achsensymmetrisch.

Alternative: Begrindung mithilfe der Definition der Symmetrie
D ist symmetrisch und fur alle xeD gilt:

F(X) =555 (X' + 53 == 55 X'+ 2 = (%)

e Nullstellen (2,0P)

_ I UV R
f)=0 & - X +£x=0

& x*-50x° =0

& X (x*-50) =0

& x=0v x=—«/@ v x=@
e Extrempunkte (4,0 P)

= Ableitung: f'(X) = —1% x3+§x = —lzisx-(xz—ZS) = —Qisx~(x+5)~(x—5)

Notwendige Bedingung:
f'(x) =0< x=0 v x=-5 v x=5 (adlemitVzw.)

Hinreichende Bedingung:
Vorzeichentabelle:

X ‘ -5 0 1 5 Testwert:
f’(x)‘ + 0 - 0 o+ 0 - f@m=250
mit mit mit
HP TP HP

Funktionswerte:

f(0)=0; f(-5)=f(5)=25
Extrempunkte:

H(=5[25) ; T(0|0) ; H(5|25)

1.2 Graph der Funktion f 2,0 Punkte

y“

Y
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Begrindung, dassf eine geeignete Randfunktion ist 2,0 Punkte
Die Funktion f erflllt folgende Bedingungen:

e DieHo6hevon 5 cm entspricht der Lange des Intervalls.

e Der Radiusvon 2,5 cm entspricht der y-Koordinate der Randextrempunkte von f.

e Das Monotonieverhaten entspricht der Form des Gefalies.

e P(0]0) entspricht der Spitze.
Fallvolumen des Gefélies 4,0 Punkte

5

5 5
v=n-£f2(x)dx=n-£(—ﬁx+1x2) dx =7 - !(62250 —e X+ e x)dx

_ 1 9 1 i ]
-n [562500)( 4375X + X ], =333

Das Volumen betréagt etwa 33,3 cm?®.

Fullkurve 2,5 Punkte

Eine geradlinige Fullkurve ergébe sich bel gleichméaliigem Einfullen nur bei einem Geféal
mit gleich grof3en Querschnittsflachen, z.B. Zylinder oder Prisma.

Die Fullh6he steigt zunéchst steil an und wird mit zunehmender Verbreiterung des Gefé-
3esimmer flacher.

In einem Koordinatensystem, in dem auf der x-Achse die Zeit (in s) und auf der y-Achse
die Hohe (in cm) abgetragen wird, ist ein Graph entsprechend dem Graphen einer Wur-
zelfunktion zu zeichnen.

Betrachtung einer Funktionenschar mit e-Funktionsterm
mit ae IR*

Gegeben ist die Funktionenschar f,: D,,, > R mit f3(X)=——

Definitionsmenge und Anndherung an Definitionsllicke 3,0 Punkte
¢ Definitionsmenge (1,5 P)
Eine Definitionslicke kann nur al's Nullstelle des Nennerpolynoms auftreten:
a-x+1=0 & x= —% (Wegen der Vorausssetzung a > 0 gilt insbesondere auch a # 0.
1. ..
Daher gilt: Dymax = IR\{——} DerTerm—; ist also stets definiert.)

e Anndherung an die Definitionslticke (1,5 P)

Esgilt: I|m f.(X) = I|m = =+

x>t X—>—= Xt X—>—
a a a

X
=—co und I|m f.(x) = |II‘2 1
(An der Stelle —% liegt ein Vorzeichenwechsel von — nach + vor, denn der Zahler ist immer
positiv und die lineare Funktion im Nenner ist wegen a > 0 streng monoton wachsend.)

Alternative: Bei der Definitionsl Ucke—% handelt es sich um eine Polstelle mit V zw.

Als Grenzwerte kommen daher nur —eo oder +o in Frage. Eine Entschei-
dung l&sst sich mit einer Vorzeichentabelle treffen.

X | -1/a 1

f.(X) | - o 0 + Testwert: fy(1) =
—00 Pol +00

>0

a+1
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2.5

Grenzwerte flr x — oo 2,0 Punkte
im £,00 = lim (€' 55 =+ 1 fim ,00 = Jim (&' ;1) =0
2 \ A 2
+o 0 0 0
(Der e-Funktionsterm dominiert.)
Nullstellen und Symmetrie 1,0 Punkte
e Nullstellen
Der Zahlerterm €" ist stets positiv, es gibt daher keine Nullstellen.
e Symmetrie
Die Definitionsmenge st jedes a > 0 unsymmetrisch (genau eine Definitionsl licke —%
ungleich null). Daher besitzt der Graph von f, keine einfache Symmetrie.
Ableitung 1,5 Punkte
Esgilt: 1300 = S = e
Punkt mit waagerechter Tangente, Nachweis Tiefpunkt und Gleichung 4,5 Punkte

Ortskurve
o \Waagerechte Tangente: (notwendige Bedingung fur einen Extrempunkt) (1,0 P)

Esgilt: f;(X)=0 < a-x—a+1=0< a-x:a—lcx:%:l—%:—%+l

An der Stelle —% + 1 liegt somit eine waagerechte Tangente vor.

e Nachweis Tiefpunkt: (hinreichende Bedingung) (1,0P)
1. Méglichkeit: Verbale Begrindung

Wegen des streng monotonen Wachsens des linearen Terms im Zahler
von fi(x) und der Positivitét der anderen Terme liegt ein Vorzeichen-

wechsel von — nach + vor.
Daher handelt es sich bei —% + 1 um eine lokale Minimumstelle.

2. Méalichkeit: Begrindung mit Vorzeichentabelle

2 1 1 Testwert:
X |73 ~3 —at1 .
.o _ ea(a-F-a+l)
fa(x) ‘ - | - 0 + fal-3) = ez
ohne mit

e (-1-a) <0

Esliegt ein Vorzeichenwechsel von — nach + vor.
Daher handelt essich bei —+ + 1 um eine lokale Minimumstelle.

3. Médlichkeit: Graphische Begrindung
-1

—% +1= aT ist (die einzige) Stelle mit waagerechter Tangente.

Sieliegt stets rechts von der Definitionsl ticke —% (Polstelle).
Wegen lim f (x) =+cound lim f,(X) = +wo mussessich bel der Stelle

X—>
a

mit waagerechter Tangente um eine lokale Minimumstelle handeln.
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¢ Angabe des Extrempunkts (1,0 P)

a-1 a-1

a-1 a-1
i . a-1 a a 1 o= . o _a-1,1 &
Funktionswert: fo(—-) = ———="—=3-€" ; Tiefpunkt: T(—~|--€")
a~T+1
e Ortskurve (15P)
e = a-1 _ 1 1 _
Esg”t =3 C}X—l—a @E—l—x.
Einsetzen von % =1-xund a%l = x iny-Koordinate von T liefert eine Gleichung
der gesuchten Ortskurve:
y= (1-x)-€
. - _a-1 _ 1 1 _ _ 1
Alternative: Esgilt: x= — < x=1- 2 5—1—x<:>a—m
Einsetzen in die Funktionsgleichung f4(x) = a.i: 1 ergibt
e e e e
y= = = = = (1 — X) et
ﬁ-x+1 1fxx+1 Xil;x) flx
2.6 Bestimmung eines Par ameterwertes 1,0 Punkte
Die x-Koordinate des Tiefpunktssoll 0 sein: xr=0 < a%l =0 < a=1
2.7 Graphvon f; 1yt 3,0 Punkte
ilt: _ & !
Esgilt: f;(x)= o1 |
Polstelle: —1 |
Tiefpunkt: T(0| 1)
; . R
! 1
3. Betrachtung einer gebrochenrationalen Funktionenschar
2 _ oy —
Gegeben ist die Funktionenschar h : D, — IR mit Mx):% mitke R .
3.1 Definitionsmengein Abhangigkeit von k 3,0 Punkte

Definitionslticken konnen nur als Nullstellen des Nennerpolynoms auftreten:
x=-vk v x=+k , fals k>0
X¥-k=0 o ¥=k & x=0 , falls k=0
unerfillbar , falls k<0

D, = R\{-Vk,Jk} , fals k>0
Damit folgt: < D, =R \{C} , fals k=0
D, =R , falls k<0
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3.2 Wertevon k mit genau einer Nullstelle 2,5 Punkte

3.3

34

x2-2x-15  (x+3)(x-5)
-k  x-k
Das Z&hlerpolynom besitzt die einfachen Nullstellen -3 und 5.
Es gibt genau eine Nullstelle wenn sich der Linearfaktor (x + 3) oder (x —5) kirzen l&sst.
Diesist fur k=9 oder k = 25 der Fall, denn fur diese Werte gilt:
x+3) (x5 x+3) (x5 -
* h"( )= : xz)—(g : - Ex+3;§x—3; Do g
e (X) = (x+3) (x-5) _ (x+3) (x-5) _ x+3

° x2-25 (X+5) (X=5) D, X+5

Faktorisierung des Funktionsterms: h, (x) =

Untersuchung der Funktion hg 7,0 Punkte
e Definitionsmenge (0,5P)
Nach 3.1 gilt: Dpax = IR\ {-3; 3} .
Polstelle (2,0P)
(x+3) (x-5)

Nach3.2gilt: hy(x) =" = ;%2

Die Stelle 3 ist Polstelle, da sie in der gekirzten Darstellung Nullstelle des Nennerpo-
lynoms, nicht aber des Z&hlerpolynomsist.

e Verhalten in der Nahe der Polstelle (1,0 P)

: : s X=5 X—5
: = =+ = =—.
Esqilt lLT hy (X) lLT 3 o und I|m hy(x) = lLT 3 0

e Asymptote (1,5P)
Aus der Zerlegung hy(x) :l—x%3 (z.B. nach Polynomdivision) erhdlt man h, (x) =1
als Asymptote fir x —zoo. v

e Graph (20P)

PR i s T
x \

Flachenber echnung 3,5 Punkte
p(A) = J(hy(¥) =, (%) dx= j((l——) 1) cx= j S

=[-2In|x=3|]? = (-2)-[In|1]-In|3]] = 2In(3) ~ 2,2

(Esist empfehlenswert, den zerlegten Term flr he(X) zu verwenden.)
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Fur eine Flugschau von Modellflugzeugen wurde auf einem ebenen Gelande, das in der x;-Xo-
Ebene liegt, eine Zuschauertribiine aufgebaut.

Die Eckpunkte im gewahlten Koordinatensystem sind A(30|0|0), B(0O|0|0), C(0]-10]3)
und D(30 | -10 | 3) (siehe Abbildung). Die Einheit des K oordinatensystems betragt 1 m.

11

1.2

13

Abbildung (nicht mal3stabsgerecht)

F
Ax '

A
¥,

Das Modellflugzeug F; befindet sich zunéchst im Punkt (—56 | 15 | 2) und bewegt sich
geradlinig. Die geradlinige Flugbahn g ist durch folgende Gleichung beschrieben:

56 14
gx=| 15 |+A-|-5| (AeR).
2 15

Stellen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene e auf, in der die Flache ABCD der Zu-
schauertribtine liegt.

Zeigen Sie, dass die Flugbahn des Modellflugzeugs F; parallel zu dieser Ebene e verlauft.
[Zur Kontrolle: e 3x;+ 10x3=0]

Entgegen den Vorschriften iberfliegt das Modellflugzeug F; die Kante BC der Tribiine.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P, in dem das Flugzeug in den Luftraum
senkrecht Uber der Triblne eindringt.

Begriinden Sie, dass dieser Punkt tatsachlich tiber der Kante BC liegt.

Berechnen Sie den Abstand, in dem das Flugzeug die TribUnenflache Uberfliegt.
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2. Ein zweites Modellflugzeug F» befindet sich zunéachst im Punkt H(-7 | 57 | 20) und fliegt
7
in einer Richtung, die durch den Vektor v = | -6 | gegeben ist.
0

2.1 Die Bahnen der beiden Modellflugzeuge schneiden einander im Punkt S. Berechnen Sie
diesen Punkt Sund das Mal3 des Schnittwinkels.

2.2 Abseits der Triblne steht ein Windrad, dessen 18 m lange Rotorbl&tter sich in der Ebene
&r: X — 2X2 = 772 um den Mittel punkt M(320 | —226 | 35) drehen.

Zeigen Sie, dass das Modellflugzeug F» bei unveranderter Flugbahn von den Rotoren des
Windrades erfasst werden kann.
3. ImFolgenden soll in der Gleichung der Flugbahn g von Modellflugzeug F1
-56 14
g XxX=| 15 |+t-| -5
2 15
der Parameter t als Mal3zahl der Zeit in Sekunden nach dem Beobachtungsbeginn (t = 0)
aufgefasst werden.

3.1 Nennen Sie die Koordinaten des Punktes, in dem sich das Flugzeug F1 zum Beobach-
tungsbeginn befindet und berechnen Sie die Lange der Strecke, die es pro Sekunde zu-
rucklegt.

3.2 Wenn sich das Modellflugzeug F; im Punkt (-56 | 15 | 2) befindet, befindet sich das Mo-

dellflugzeug F» in H.

Beschreiben Sie die Flugbahn von F, mit den Angaben aus Teilaufgabe 2 analog zu
Flugbahn g von F;.

Untersuchen Sie anhand der Ergebnisse aus Teilaufgabe 2.1, ob die beiden Flugzeuge
zusammenstof3en.
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Losungen

1. Betrachtung der Flugbahn von F;

-56 14 14
Gegebenist g: x =| 15 | +A-| -5 | mitRichtungu =| 5| (1eR) .
2 15 15
1.1 Koordinatengleichung und Parallelitat der Flugbahn 4,0 Punkte
e Ebenengleichung
30 1
— Richtungsvektoren: BA=| 0 | ; wahleu, =|0
0 0
0
BC=|-10|=u,
3
1 0 0 0
— Normalenvektor: 1 xu, =|0|x|-10|=| -3 | ; wahlen=| 3
0 3 -10 10
0) [ 0
— Punktnormalengleichung: e| 3| |x-|0||=0
10) | 0
0
— Allgemeine Normalengleichung: e | 3 X =0
10
— Koordinatengleichung: e3x+10x=0
e Nachweis der Parallelitat
14 0
Wegen| -5|-| 3 | =0 gilt g|| e DieFlugbahnvon F;ist also parallel zur Ebenee.
15) (10
1.2 Berechnung des Uberflugpunkts P und Lage von P 2,5 Punkte

e Koordinaten von P
Die Kante BC liegt in der x»-xs-Ebene. Der gesuchte Punkt P ergibt sich Schnittpunkt

-56 14
der Flugbahn g: X=| 15 | +A-| -5 von Fy mit der xo-xs-Ebene (Gleichung x; = 0):
2 15

x1=0 < -56+14-1=0 < 1=4.
Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung von g liefert den Punkt P(O | -5 8) .
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e Lagevon P X>-X3-Ebene A X3
Der Punkt P(0 | -5 | 8) liegt wie die /
Punkte B(0| 0| 0) und C(0|-10| 3) P

in der xo-x3-Ebene.

Die x-Koordinate von P liegt zwischen
den x,-K oordinaten von B und C (sogar C
genau in der Mitte).

P liegt senkrecht Uber der Mitte von B und C.

!
-10

X1
1.3 Abstand des Uberflugpunktes von der Tribuinenflache 2,5 Punkte

Gesucht ist z. B. der Abstand des Punktes P(0|-5|8) von der Ebene e: 3x, + 10 X3 = 0.

(Da die Flugbahn von F; gema3 1.1 parallel zur Ebene e ist, kann jeder Punkt der Flugbahngeraden g zur
Abstandsberechnung verwendet werden, also auch z. B. der Aufpunkt A(-56 | 15| 2) )

1. Méglichkeit: Abstandsformel

0
WegenB(0|0|0)ist BP = | -5
8
0 0
d(P,e):|ﬁ°-§I3|:|?1l|ﬁ~_l3|:|$ 3(-|-5 |:%~6,23
10 8
2. Moglichkeit: L otgeradenmethode
0 0
Lotgeradel: x = p+4-n=|-5|+1-| 3
8 10
Bestimmung des Schnittpunkts von | mit der Ebene e
0 0 0
3|-||-5|+4| 3 ||=0c 65+1094=0 < A=->
10 8 10

Der Lotfuf3punkt mussin diesem Fall nicht berechnet werden.
Der gesuchte Abstand ergibt mit dem errechneten Parameterwert zu:

0

= T = - 65 65

|PLI=|T-pl=12-n|=]-2|| 3| =< - J0+9+100
10

= % 109 =& »
= 109 109 N 6,23

Das ModelIfugzeug Uberfliegt die Triblne in einem Abstand von etwa 6,23 m.
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2. Betrachtung der Flugbahn von F,

7
Gegeben sind der Punkt H(—7 | 57 | 20) und eine Richtung durch den Vektor v = | -6 |.
0
-7 7
Die Flugbahn von F, folgt der Geradenh: x = | 57 | + u- | -6
20 0
2.1 Schnittpunkte und Schnittwinkel der Flugbahnen von F; und F» 5,0 Punkte

e Schnittpunkt (3,5P)
Gleichsetzen beider Flugbahngleichungen g und h:

56 14 -7 7 140 — Ty = 49
15 |+4-| 5| = |57 |+u-| 6| < | -5 +6u=42
2 15 20 0 1,51 - 18

Diedritte Gleichung liefert: 1 =12.

Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt: —60+ 64 =42 < u=17.

Eine Probe in der ersten Gleichung liefert die wahre Aussage: 168 —119=49.
Beide Geraden schneiden sich in dem Punkt §(112 | -45| 20) .

e Schnittwinkel (1,5P)
Richtungsvektoren der Flugbahnen:

14
Flugbahn Fy: U = | =5 | mit | U |= 142 + (-5)? +1,5? =/2235
15
7
Flugbahn F: v =| -6 | mit [V |= 72 +(-6)?+0? =+/85
0
Damit folgt:
cos(a) = ——¥_— [96+30+0] 128 ~0,9292 , a0 a~ 2169

u
ul{v| V22325-V85 (22325 - B
Das Mal3 des Schnittwinkels betrégt rund 21,69°.

2.2 Windrad abseitsder Triblne 5,0 Punkte
1
Rotorenebene ex: = | -2 | - x =772 (in der allgemeinen Normalenform)
0
Schnitt dieser Ebene mit der Flugbahngleichung von F; (Gerade h aus 2.1):
1 7 7
2| | |57 |+u-|-6||=772 & 121+ 19u=T772 < u=47
0 20 0
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3.2

Einsetzen von x = 47 in die Flugbahngleichung von F; liefert
-7 7 322
s, =|57|+47-|-6|=|-225
20 0 20
Damit ergibt sich der Schnittpunkt S(322 | —225 | 20).
Der Abstand dieses Schnittpunkts S, vom Mittel punkt M des Windrades betrégt:
320 322 -2
d(SM)=|SM |= || -226 |-| =225 || = || -1|| = +/230 ~ 15,2 (inm)
35 20 15

Das Flugzeug kann von den Rotoren erfasst werden, weil der Abstand von S zu M klei-
ner als 18 mist.

Zeitlicher Verlauf der Bewegungen von F; und von F;

F1 bel Beobachtungsbeginn und zurtickgelegte Strecke pro Sekunde 2,0 Punkte
Zum Beobachtungsbeginn (t = 0) befindet sich F; im Punkt Po(—56 | 15 | 2).
Die Lange der in einer Sekunde zuriickgelegten Strecke betragt:
| U |= {142 + (-5)2 +1,5% = /223,25 ~ 14,9
In jeder Sekunde werden 14,9 m zuriickgel egt.

Mdgliche Kollision der beiden Flugzeuge 3,0 Punkte
—7 7

Fir die Flugbahnvon Fa gilt nach2.1:  h: x = |57 | +t- | -6
20 0

Nach 2.1 wird Schnittpunkt S der Flugbahnen von F; nach 12s (4 = 12) und von F, nach
17 s (= 17) durchflogen.

Der zeitliche Abstand von 5 s sichert die Nichtkollision.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 Ein Forscherteam besteht aus 24 Personen: dem Leiter Herrn Professor Fizlipuzli und 9
weiteren Wissenschaftlern und 14 Wissenschaftlerinnen. Eine Gruppe von 10 Personen
soll eine Stidamerikaexpedition durchfihren. Die Personen werden zuféllig ausgewahit.

1.1 Berechnen Sie die Anzahl der Mdglichkeiten, aus den 24 Personen des Teams ohne Be-
rucksichtigung der Reihenfolge 10 Personen fir die Expedition auszuwéhlen.

1.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass gleich viele Manner wie Frauen fir die Ex-
pedition ausgewahlt werden.

1.3 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass neben Professor Fizlipuzli genau ein weite-
rer Mann in der Expeditionsgruppe ist.

2. Im Expeditionsgebiet gibt es zwei verschiedene Arten von Moskitos. Erfahrungsgemald
wird jedes Expeditionsmitglied mit einer Wahrscheinlichkeit von 70% von der Moski-
toart A und mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% von der Moskitoart B gestochen. Die
Wahrscheinlichkeit dafiir, nur von der Moskitoart A gestochen zu werden, betrégt 40%.

Betrachtet werden die Ereignisse:
A : Ein Expeditionsmitglied wird von Moskitoart A gestochen.
B : Ein Expeditionsmitglied wird von Moskitoart B gestochen.

2.1 Erstellen Sie eine Vierfeldertafel mit der Angabe aller Wahrscheinlichkeiten.

2.2 Professor Fizlipuzli nimmt an der Expedition teil. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafur, dass

221 Professor Fizlipuzli gestochen wird.
222 Professor Fizlipuzli von genau einer Moskitoart gestochen wird.

2.2.3 Prufen Sie rechnerisch, ob die Moskitoarten A und B unabhangig voneinander Expedi-
tionsmitglieder stechen.

3. Ein Ziel der Expedition ist die Erforschung giftiger Amphibien. Dazu werden Individu-
en gesammelt und auf Giftigkeit geprift. Die Expeditionsstatistik zeigt, dass 36% der
gesammelten Individuen Frésche sind, von denen ein Drittel giftig ist. Insgesamt sind
44% dler gesammelten Individuen giftig.

Eines der gesammelten Individuen wird untersucht. Betrachten Sie die Ereignisse:
F : Das untersuchte Individuum gehért zu den Fréschen.
G : Das untersuchte Individuum ist giftig.

3.1 Berechnen Siedie Wahrscheinlichkeit P-(G).
Zeichnen Sie ein vollsténdig beschriftetes Baumdiagramm

3.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das betrachtete Individuum ein giftiger
Frosch ist.
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3.3

34

4.1
4.2

4.3

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Individuum ein Frosch ist, wenn be-
kannt ist, dass es giftig ist.

Berechnen Sie, wie viele Individuen mindestens untersucht werden mussen, damit mit
einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 98% mindestens ein giftiges Individuum darun-
ter ist.

Die Expeditionsgruppe fuhrt in einer ersten Testreihe wiederholt ein Experiment durch,
das mit einer zu bestimmenden Wahrscheinlichkeit p gelingt.

Um diese Wahrscheinlichkeit p abschédtzen zu kénnen, fuhren die Forscher das Experi-
ment mehrfach unter gleichen Bedingungen durch und ermitteln dabei eine Erfolgsgquote
von 64%. Diese Erfolgsquote wird als Wert fir p angenommen. (Die einzelnen Durch-
fuhrungen des Experiments werden al's unabhangig voneinander angesehen.)

Die Forscher fuhren anschlief3end eine zweite Testreihe von 15 DurchfUhrungen des
Experimentes aus und dokumentieren, bei wie vielen Durchfihrungen das Experiment
gelingt.

Berechnen Sie den Erwartungswert x und die Streuung o bei dieser zweiten Reihe.
Bestétigen Sie fur diese Testreihe durch eine Rechnung, dass die Wahrscheinlichkeit,
mit der die Anzahl der gelingenden Experimente um hdchstens o vom Erwartungswert
abweicht, etwa 70% betragt.

Bei der zweiten Testreihe hat sich Folgendes herausgestellt:

Mit einer relativen Haufigkeit von etwa 59% misslingt von zwei hintereinander durch-
gefUhrten Versuchen mindestens einer. Steht dieser Befund im Einklang mit der an-
genommenen Wahrscheinlichkeit p? Begriinden Sie I hre Einschétzung.
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12

13

2.2
221

222

2.2.3

Losungen

Forscherteam
Auswahl von 10 Personen fir die Expedition 1,0 Punkte
Anzahl: ng =1961 256 (Auswahl: 10 aus 24)
Auswahl von gleich vielen Mannern und Frauen 1,5 Punkte

10) (14

{5J'[5] (Ménner: 5 aus 10
Wahrscheinlichkeit: P = ~ 25, 7% Frauen: 5 aus14)

10

Professor Fizlipuzli und genau ein weiterer Mann in der Expeditions- 2,0 Punkte
gruppe

[ﬂ [ﬂ ﬁ;‘] ( Professor: 1 aus 1
Wahrscheinlichkeit: P = ~ 1,4% weiterer Mann: 1 aus 9
24 Frauen: 8 aus 14
10 rauen: 8 aus14)
M oskitoarten
Vierfeldertafel 2,0 Punkte
B B

(Gegebene Wahrscheinlichkeiten

A 103104 07 sind fett und kursiv gedruckt.)

02 | 01 | 03
05 | 05 1

>|

Professor Fizlipuzli

Professor Fizlipuzli wird gestochen 2,0 Punkte
PAuUB)=03+04+0,2=0,9 (ausder Vierfeldertafel)

(oder: P(AUB)=P(A)+PB)-P(ANnB)=0,7+05-03=0,9)

Professor Fizlipuzli wird von genau einer M oskitoart gestochen 1,5 Punkte
P((ANB)U(A nB))=P(An B)+P(A "B)=04+02=06
Prifung auf Unabhangigkeit 1,0 Punkte

Ausder Vierfeldertafel ergibt sich. P(A nB)=0,3 und
P(A)-P(B)=0,7-05=0,35.
Die Ereignisse A und B sind daher abhangig.
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3. Amphibien
3.1 Baumdiagramm und Wahrscheinlichkeit B-(G) 4,0 Punkte

e Baumdiagramm (zunéchst noch unvollstandig)

1/3 G
F 2/3—¢G

1—g G

¢ Bedingte Wahrscheinlichkeit
Gegeben ist P(G) = 0,44. Aus dem Baumdiagramm ergibt sich:

P(G) =044 < 0,36 % +0,64 - g=0,44
< 012+064-9g=044
PN 0,64 g=0,44
& g=05
Dies bedeutet: g= P-(G) =P(G| F) = % .

3.2 BetrachtetesIndividuum ist ein giftiger Frosch. 1,0 Punkte
Gesucht ist die ,,Und“-Wahrscheinlichkeit P(F n G). Sie kann direkt aus dem Baum-
diagramm abgel esen werden:

P(FN G)=0,36- % =0,12.

3.3 Individuum ist ein Frosch, wenn bekannt ist, dasser giftigist. 1,5 Punkte
Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P, (F) = P(F | G).
Mit den Ergebnissen P(G) = 0,44 aus 3.1 und P(F n G) = 0,12 aus 3.2 ergibt sich:
P(FNG) 012 3
A= —Fg “om u
34 Berechnung der Kettenldnge 2,0 Punkte
Zufallsgrofde X: Anzahl der giftigen Individuen (binomialverteilt mit p = 0,44)
P(X>1)>098 < 1-P(X=0)>0,98
-P(X=0)>-0,02 | -(-1
P(X=0)<0,02
0,56" < 0,02 | In
nIn(0,56) <In(0,02) | :In(0,56) <0
In(0,02)
In(0,56)

~271,3%.

¢ 0000

= n>6o6,7
Es missen mindestens 7 Individuen gefangen werden.
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4.2

4.3

Dur chfihrung eines Experiments

Erwartungswert und Streuung 1,0 Punkte

Zufallsgrofde X: Anzahl der erfolgreichen Durchfihrungen des Experiments
(binomialverteilt mitn=15und p = 0,64)

Erwartungswert: x=n-p=15-0,64=9,6
Streuung: o= n-p-q = /15-0,64-0,36 ~ 1,86

Abweichung um hochstens ovom Erwartungswert p 2,5 Punkte

Intervall: [y—o; u+to] =[9,6-1,86; 9,6+1,86] =[7,74 ; 11,46] = {8;9;10; 11}

Summenwahrscheinlichkeit (Bernoullikette mit n = 15 und p = 0,64):
P(B8<X<11)=P(X=8) +P(X=9) + P(X=10) + P(X=11)

15 15 15
= [ 8] .0,64°.0,36" + [ 9} .0,64°.0,36° + (10] .0,64%.0,36°

15
+ ( j .0,64%.0,36*
11

~ 0,1419 + 0,1963 + 0,2093 + 0,1692
=0,7167 =71,67%
Befund im Einklang mit angenommener Wahr scheinlichkeit p 3,0 Punkte

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fur folgendes Ereignis:

E: ,Bei zwel hintereinander durchgefiihrten Experimenten misslingt mindestens
ein Experiment.”

Interpretation als Bernoulli-Kette:
Treffer: ,, Experiment misslingt* mitn=2und p = 0,36

PE)=P(T>1)=1-P(T=0)=1—- @ .0,36°-0,64°

0,64 G
=1-0,64°~0,59
Losung anhand eines Baumdiagramms; 0,64 G m G
P(E) = 0,64- 0,36 + 0,36 - 0,64 + 0,36 ~ 0,59 / ’

G
. N . 0,64
oder bel Betrachtung des Gegenereignisses: } . /

— 2 _
P(E) = 1— 0,642~ 0,59 | —
0,36 5

Diese Wahrscheinlichkeit steht im Einklang mit der relativen Haufigkeit 59%.
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Aufgabe 1
ANALYSIS

11

12

13

131

132

Ein Erlenmeyerkolben aus der Chemiesammlung einer Schule soll mathematisch mo-
delliert werden.

In der Abbildung ist dazu ein Langsschnitt durch die Symmetrieachse des Kolbens dar-
gestellt. Die Dicke des Glases ist in der Abbildung nicht wiedergegeben; sie wird ver-
nachlassigt.

.‘Y.i,ncm,,

20 22 24
. Xincm

Zwischen den Punkten B(4 | 5) und C(16 | 2) sowie zwischen C und D(18 | 2) (siehe
Abb.) verlauft der Rand des Kolbensim gewdahlten Modell jeweils geradlinig.

Geben Sie je eine Gleichung der Geraden an, auf denen die Strecken BC und CD lie-
gen.

Zwischen dem Punkt A(O | 3,5) des Bodens und dem Punkt B wird der Rand parabel-
formig modelliert.

Stellen Sie die Gleichung der zugehdrigen quadratischen Funktion f auf. Beachten Sie
dabei, dass die Parabel im Punkt B knickfrei in das geradlinige Stiick Gbergeht.

Durch Rotation der Strecke OA und des oberen Randes ABCD um die x-Achse entsteht
das betrachtete Modell des Erlenmeyerkolbens.

Berechnen Sie unter Angabe eines Integralansatzes und einer Stammfunktion das Vo-
lumen des unteren Tells des Kolbens bis zu einer Fullhdhe von 4 cm.

Hinweis:

Bei der Berechnung des K olbenvolumensim unteren Teil kénnen Sie ohne weitere Rech-

nung den Ausdruck f?(x) = %x“ - 1—‘:’5x3 _ 3y +7x+% verwenden.

32
Zeigen Sie, dassdasVolumen des Tellsdes K olbens, der oberhalb einer Flllhéhevon 4cm
liegt, die Mal3zahl 164 1 hat.

Geben Sie dann das Gesamtvolumen des Kolbens in cm®, gerundet auf zwei Nachkom-
mastellen, an.
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21

2.2

2.3

24
2.5

2.6

2.7

31

3.2
3.3

34

Gegeben ist eine Funktionenschar durch
2-(x-Kk)

fie: Do = R mit £, () === mitke R .

Besimmen Se die Definitionsmenge D Und untersuchen Se die Funktionen der Schar auf
Symmetrie.

Untersuchen See die Scharfunktionen auf Nullstellen in Abhéngigkeit von k und geben Se diese
gegebenenfdlsan.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte einer Scharfunktion bei Anndherung
der x-Werte an die Definitionslticke in Abhangigkeit von k.

Geben Sie insbesondere an, fur welche Werte von k die Definitionsliicke eine Polstelle
bzw. eine behebbare Lickeist.

Bestimmen Sie die Asymptote fur [X| — .

Geben Sie unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse die Definitionsliicke der
Funktion f1, die Nullstellen sowie die Asymptote von f; an.

Skizzieren Sie den Graphen von f;.

Berechnen Sie das Mal3 der Flache zwischen dem Graphen von f; und dem Intervall [1; 2]
unter Angabe einer Stammfunktion. (Hirweis: fi(x) =2- =)

Sei ae R™ mita=2.
2
Bestimmen Sie den Wert des Parameters a so, dass gilt: j f,(x)dx =0.

Deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

X

Gegeben ist eine Funktion g: D, , — IR mit g(x) = Ok

Bestimmen Sie die Definitionsmenge Dimax Und beschreiben Sie das Grenzwertverhalten
der Funktion g an der Definitionsl ticke.

Ermitteln Sie die Grenzwerte lim g(X) und lim g(x).
x—0" X—>+00

Untersuchen Sie die Funktion g auf Extrempunkte.
Zeichnen Sie den Graphen von g.

Mit Hilfe des Funktionswertes g(x) 1&sst sich die Anzahl der Primzahlen, die kleiner oder
gleich einer gegebenen natirlichen Zahl x sind, abschétzen.
Uberpriifen Sie dies durch Berechnung des Funktionswertes g(10).

Schétzen Sie mit Hilfe der Funktion g die Anzahl der Primzahlen, die kleiner als 2014
sind, ab.
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Losungen

1 Betrachtung des L angsschnitts eines Erlenmeyerkolbens
1.1  Geradengleichungen fiir die Stecken BC und CD

Geradezur Stecke BC: m= 22 = 22 == -_2

y=m-(x—x1)+y1=—% -(x—4)+5:—% ‘X+6

Gerade zur Stecke CD: y=2 (Parallele zur x-Achse)

1.2  Funktionsgleichung fur das Parabelsttick
Ansatz. f(x) =ax*+bx+c, f'(x) =2ax+b

Bedingungen: f(0) =3,5 < €c=35 (Punkt A)
f(4)=5 < 16a+4b+35=5 (Punkt B)
< 16a+4b=15 (1

2,0 Punkte

6,0 Punkte

f'(4) =-025 < 8a+ b =-025 () (Ubergangin B)

L 6sung des Gleichungssystems:
(n=2(1n: 2b=2 < b=1
5 5

in(ll1): 8a+1=-0,25 < 8a=—z S as--

Parabelgleichung: f(x) =— 3—52x2+x+ %

1.3 Rotation um die x-Achse
1.3.1 Volumen des unteren Teils des Kolbens bis zu einer Fillhdhe von 4cm

4
Vi=1- jfz(x) dx

4

= IMX——X——X +7x+7)dx (gem&R Hinweis)
0

_ 25 5 5.4 1.3, 7.2 4_9]

=T 20X T ek 32X+2X+4X

n-[5-20-2+56+49] = 88n

1.3.2 Volumen des Kolbens oberhalb einer Fullhohe von 4cm
16

- j(—lx+6)2 ax + w222
4

Vo
4 N

. - Teil von C bisD

Teil von B bisC (Zylinder)

16

n- j(mx —3x+36) dx + 8r

- [48x _EX +36x} + 8n

n- [(22-384+576) - (5-24+144) | +8rn = 156m + 8 = 164n
Gesamtvolumen: V =V; +V, = 88r + 1641 = 2521 ~ 791,68 (cm’)

4,0 Punkte

5,5 Punkte
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21

2.2

2.3

24

2.5

Betrachtung einer gebrochenrationalen Funktionenschar
2.0 —k)

X2

Betrachtet wird die Funktionenschar f, : D, — IR mit f, (x) = mitke R .

Maximale Definitionsmenge und Symmetrie 2,0 Punkte
Esgilt: Dmax = IR{ 0}

Dmax = IR{ 0} ist symmetrisch und fir allex € IR{0} gilt:

fi( = 22020 2 20070 - f (v,

(-7 %

Alle Funktionen der Schar sind daher symmetrisch zur y-Achse.

Alternative: Das sowohl das Zahler- als auch das Nennerpolynom der Funktion f sym-
metrisch zur y-Achse sind, gilt dies auch fir die Funktion f selbst.

Nullstellen in Abhangigkeit vom Parameterwert k 2,0 Punkte
Ansatz: f,(x) =0 & 20 20 & ¥ k=0 & =k

k<0: keneNullstellen
k=0: keineNullstelle (x =0 gehdrt nicht zu Dy ; X = 0 ist behebbare L ticke)

k>0: zwe Nullstellen x:—\/E oder x= «/E

Verhalten an den Definitionsliicken 3,5 Punkte
In Dmax gilt: f (X) = vl 2_7 _

k>0: Esgilt lLrg\ f (X) =—o und iLT f (X) =—o0.

Die Definitiondlicke O ist eine Polstelle.
k<0: Esgilt lLrg\ f (X) =+ und XILT f (X) = +o0.

Die Definitionsiicke O ist auch in diesem Fall eine Polstelle.
k=0: Esgilt lLrg\ f,(x) =2 und 1LT f,(x) =2

Die Definitionsllicke O ist in diesem Fall behebbar.

Asymptotefir |x|— oo 0,5 Punkte

Durch eine Polynomdivision oder aus der Darstellung geméi3 2.3 folgt fa(x) = 2 als Glel-
chung der Asymptote.

Ergebnisseund Skizzefir f1(x) 3,0 Punkte
- _2:(¢-1 _ 2 vyl
Esgilt: fi(x) = v 2—? ______________________________________
Definitiondiicke x=0 (Polsele)
Nullgdlen: x=—1undx=1 1
A

Asymptote: f,(X) =2

v
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2.6

2.7

3.1

3.2

Mal3 der Flache zwischen Gy, und[1; 2] 2,0 Punkte

2 2
2
WA= [ f(9dx = [(2-B)dx = [2x+ 2] =(4+1)-(2+2) =1 (FE)
1 1
(Zerlegten Term (nech Polynomdivison) gemé3 2.3 zur Bestimmung einer Stammfunktion verwenden.)

Bestimmung enesWertesdesParametersa 3,5 Punkte

2
Bedingung: [ ,(x)dx =0 fir a>0 und a2

2
Esgit [f,(9dx = [2x+2] =5-(2a+2)
2 26

Bedingung: 5-2a-2 =0 | - a=0

a

5a—2a°—2 =0

(I S R

a== oder a=2

ausgeschlossen
nach Voraussetzung

Das Integral a's Summe orientierter Flacheninhalte ergibt Null, da die Teilfl&chen unter
[0,5; 1] und Uber [1 ; 2] mal3gleich sind und sich wegen der unterschiedlichen Vorzei-
chen aufheben.

Betrachtung einer In-Funktion

Betrachtet wird die Funktion g: D, — IR mit g(X) = —— In(x)

Maximale Definitionsmenge und Grenzwertverhalten an der L licke 2,0 Punkte

Esgilt: Dmax = IR"\{1} (Nullstelle 1 des Nennerterms ausschlief3en und Definitions-
menge der In-Funktion beachten)

Fir die einseitigen Grenzwerte an der Definitionsliicke 1 gilt:
limg(x) =—o und I|m g(x) = +oo.

x—1"
Grenzwerte an den Randern der Definitionsmenge 3,0 Punkte
Fir die Grenzwerte an den Ra'ndern der Definitionsmenge gilt:

Iirgl a(x) = Iirgl( X -m =0  (Die Potenzfunktion dominiert.)

limg(x) = lim( x - (1 ——) =+ (Die Potenzfunktion dominiert.)

—>0+
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3.3 Untersuchung auf Extrempunkte und Graph der Funktion g 8,5 Punkte
In(x)-1-x-% In(x) -1
In(x)2  In(x)2

Ableitung: g'(x) =

Notw. Bedingung:

gd(X) =0 < InX)=1 < x=e (mitVzw.)
Hinr. Bedingung:

Vorzeichentabelle:

X ’ 0 1 e 3 Testwert:
g | I+ 1 - 0+ g'(39 ~008>0
mit Vzw. mit Vzw.
Pol TP
Funktionswert: g(e) =e ; Extrempunkt: T(e|e)
Graph der Funktion g: vt !
o
3.4  Primzahlfunktion 2,5 Punkte

Esgilt: g(10) ~ 4,34

Diese Abschétzung ist korrekt, daes 4 Primzahlen kleiner a's 10 gibit.
Esqilt: g(2014) ~ 265

Also gibt es etwa 265 Primzahlen kleiner as 2014.

(In Wirklichkeit sind es 305.)
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Die Abbildung zeigt den unteren Teil eines grof3en Zeltes der ortlichen Pfadfinder. Das Zelt-
dach ist noch nicht in der Zeichnung zu sehen und muss spéter ergénzt werden. Der untere Tell
des Zeltes hat die Form eines oben offenen Quaders, wobel drei Kanten auf den Koordi-
natenachsen liegen. Die Einheit des Koordinatensystems betragt 1 m.

X3

AN

B(0I1013)

X2

A(16[1013)

X4

2.1 Die senkrecht stehenden Seitenflachen des Daches haben die
Form gleichschenkliger Dreiecke mit einer Hohe von 4 m.
Deren Spitzen (,Giebelspitzen") befinden sich senkrecht
Uber den Mitten der oberen 10 m breiten Kanten des Qua-

ders. Das Dach hat die nebenstehend abgebildete Form und
ist unten offen. '

Geben Sie die Koordinaten der Giebelspitzen an. A

Stellen Sie eine Gleichung der Geraden durch die beiden (icht mafistabsgerecht)

Giebel spitzen auf.

2.2 Die schréagen rechteckigen Dachflachen enden auf den oberen langen Kanten des Qua-
ders. Stellen Sie eine Koordinatengleichung der Ebene e; auf, in der die rechte Dachfl&
cheliegt.

[Zur Kontrolle: e 4-%+5-x3—55=0]

2.3 Dielinke Dachfléache ergibt sich durch Spiegelung der rechten Dachflache an einer Ebene
es. Beschreiben Sie die Lage dieser Spiegelebene es und stellen Sie eine Koordinatenglei-
chung der Ebene e, auf, in der sich die linke Dachfl&che befindet.

2.4 Zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse das Dach in die obige Abbil-
dung ein.
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2.5

2.6

2.7

Eine Zeltplane soll die gesamte Dachflache (zwei rechteckige und zwei dreieckige Dach-
flachen) vollstandig abdecken.
Ermitteln Sie, wie grof3 der Fl&cheninhalt der Plane mindestens sein muss.

Das Zelt wird auf beiden Seiten mit Hilfe von mehreren Spannseilen im Boden verankert.
Die Selle verlaufen auf der rechten Seite in der Verlangerung der Dachschrége parallel zu
den Schenkeln der Giebeldreiecke.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g, auf der alle Befestigungspunkte am Boden
liegen. Geben Sie auch die Parameterbedingungen fur die moglichen Befestigungspunkte
an.

Senkrecht Uber der Mitte des rechteckigen Bodens soll eine Lampe an einem Kabel, das
an der oberen Dachkante befestigt wird, aufgehéngt werden. Um eine gleichméldige Aus-
leuchtung des Zeltes zu erreichen, soll die Lampe vom Boden genau so weit entfernt sein
wie von den beiden schrégen Dachfléchen.

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes, der den Ort der Lampe angibt.
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Losungen
2.1 Koordinaten der Giebelspitzen und Geradengleichung 2,0 Punkte
Giebelspitzen: G1(0|5]7) und Gx(16 |5 7)
0 1
Gleichung der Geraden durch die Giebelspitzen g: X=|5|+A4-]0 (AeR) .
7 0
2.2 Koordinatengleichung der Ebene e, in der dierechte Dachfléache liegt 3,5 Punkte
16 1 G,
e Richtungsvektoren: BA=| 0 | ; wahleu =|0
0 0 .
0 =
AN
4 A
1 0 0 0
e Normalenvektor: U xv =|0|x 5} =|-4| ; wahlen=|4
0 4 -5 5
0 0
e Punktnormalengleichung: e | 4 x—110| | =0
5 3
0
e Allgemeine Normalengleichung: e;: | 4 | - x—55 =0
5
¢ Koordinatengleichung: e dx+5x3-55=0
2.3 Beschreibung der Spiegelebene es und Koordinatengleichung von e, 3,5 Punkte

in der dielinke Dachflache liegt

Die Spiegelebene esist eine Parallelebene
Zur X;-Xs-Ebene durch die obere Dachkante.

Spiegelt man den Normalenvektor von e; an die- A}A

ser Ebene es, so andert sich die x,-Komponente. A
0

Normalenvektor vone;: i, =| -4
5

(2. Komponente 4 — —4)

0 0
& |-4| | x=|5| |=0 < —4x%+5x—-15=0 (G;asAufpunkt gewahlt)
5 7
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2.4 Zeichnung des Daches Xa 2,0 Punkte

2.5

2.6

.Gl

B(0I1013)

—
NV

X2

A(16]1013)

X1
Flacheninhalt der Plane 2,5 Punkte
o Dreiecksflachen (vordere und hintere Giebelflachen):
=2 wA)=2" (% - Grundseite: Hohe) = 2 - (% .10-4) = 40

¢ Rechteckige Dachflachen:

0
Fur die Breite gilt: |BG,|= || -5|| = v/0+25+16 = /41
4

u2=2-p(A,) =2- (Lénge- Breite) = 2 (16- V/41) ~ 204,90
o Gesantflache: p(A) = pa + po = 244,9 ~ 245 (m?)

Gleichung der Geraden, auf der die Befestigungspunkte liegen 5,0 Punkte

Die Gerade gs ergibt sich al's Schnittmenge y
der Ebene e; mit der x;-x>-Ebene.

: 011013)
/ .
\\

X2

1. Méglichkeit: Beide Ebenen in Koordinatenform A;/ b
betrachten. 24

Os

X1-Xo-Ebene: x3=0 O
Ebenee;: | 4%+5x3=55 (II) ™
Die Variable x; ist frel wéhlbar; wahle x; = A.
Aus(I1) folgt wegen x3=0: x;=55:4=13,75
Damit ergibt sich als Gleichung der gesuchten Geraden:
X, A 0 1

Os: X=|X | =|18375|=|13,75|+4-|0
X 0 0 0
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2. Moglichkeit: Ebene e; Parameterform betrachten.
Eine Parametergleichung der Ebene fiir die rechte Dachfléche ist gemal3
2.2 gegeben durch:
0 1 0
e: Xx=[10+A-|0|+u-|-5
3 0 4
Schnitt von e; mit der x;-X»-Ebene:
%=0 < 3+4u=0 < ,u=—%
Schnittgerade
0 1 0 0 1
gs: X =|10|+4-]0 +(—%)- 5| =[1375|+4-|0
3 0 4 0 0
Der Aufpunkt von gs liegt nach Konstruktion auf der x,-Achse. Die moglichen Befesti-
gungspunkte reichen bis in Hohe des Punktes A.
Fur die Parameterwerte A fir die Befestigungspunkte muss also gelten 1€[0; 16] .
2.7 Punkt, der den Ort der Lampe angibt 6,5 Punkte

Mittelpunkt der Bodenflache: M(8 |51 0) X3

Die Lampe befindet sich auf der folgenden
Lotgeraden | zur x;-xo-Ebene:

In dieser Darstellung gibt der Parameter A
die H6he der Lampe tUber dem Boden an.
Ein beliebiger Punkt der Lotgeraden | ist
Gegeben durch L(8 |5 4).

8

0

|
0
X=|5|+4-|0 (1=0) B(OI1013)

1

A\

X2

Xq

0

Berechnet werden soll der Abstand dieses Punkts L von der Ebenee;: | 4| - x —55=0.

5

Aus Symmetriegrinden stimmt dieser Abstand auch mit dem Abstand zu e, Uberein.
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1. M&dlichkeit: Argumentation mithilfe der Abstandformel
Nach der Abstandformel gilt mit dem Punkt A(16|10|3) € ex:

0 -8
= A0 . Al = i g = = i._ —
dL,e)= | A°- AL | m: /153 —.(-20+52 -15)

=1 57—
= = -150-35|

Bedingung:
- 1 —
dL,e) =1 < ﬁ'|5/1_35|_/1

& |54-35|= /414
& 51-35=—411 oder 5,—35= V411

< (5++/41)1=35 oder (5—+/41)A=35

_ 35 _ 35
<:>/1—5+J4_1~3,07 oder 1 &¢4—1<0

(entfallt)
Die Lampe muss etwa 3,07 m tber dem Boden hangen.

Der Aufhangepunkt ist L(8 | 5| 3,07).

2. Méglichkeit: Argumentation mithilfe der L otgeradenmethode

0
Fir die Lotgerade zur Ebeneey: | 4 | - x — 55 =0 durch P gilt;
5
8 0
l:x=|5|+u-|4
A 5
Als Schnitt von | und e; ergibt sich:
0 8 0
4|-||5|+u|4||-55=0 20+51+414—55=0
5 A 5
& 41y =35-5)
_ 3% 5
— ,u—ﬁ—ﬁﬂ
8 0 8 0
Esfolgt PL=1-p=|5|+u-|4|—-|5|=u-|4
A 5 A 5

\ﬁ\ =|ul-JO+16+25 =D S . Jar =12 -5,

NZERNZ ]

41 41
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Bedingung'
35 = ﬁ__ ﬁ_i =_

o 35—5/1:J4—1/1 oder 35—51:—\/4_1,1
o 35-(5+ﬂ)ioder 35—(5—\/471)/1

5+F ~ 3,07 oder A= &F <0

(entfallt)
Die Lampe muss etwa 3,07 m Uber dem Boden hangen.
Der Aufhangepunkt ist P(8 | 5 | 3,07).

& A=
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

Nach einer durchwachsenen Saison stehen beim Ful3ballverein 1. FC Stubbe die V orbereitungen
fUr die kommende Spielzeit an.

1

11
1.2

21

2.2

31

3.2

3.3

Um maogliche Probleme zwischen Trainer und Mannschaft festzustellen, wurde eine
Umfrage unter den Spielern durchgefihrt.

Dabei wurden sowohl die Stammspieler (S) als auch die Ersatzspieler (S) gefragt, ob sie

ihr Verhdltnis zum Trainer eher als gut (G) oder eher als schlecht (5) einschatzen wur-
den.

Von den 15 Stammspielern gaben12 an, ein gutes Verhdtnis zum Trainer zu haben, von
den 13 Ersatzspielern beantworteten nur 7 die Frage mit gut.

Stellen Sie das Umfrageergebnis mit Hilfe einer Vierfeldertafel dar.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewahlter Spieler
= ein gutes Verhaltnis zum Trainer hat.
» ein Ersatzspieler mit schlechtem Verhéltnis zum Trainer ist.
= Stammspieler ist, wenn bekannt ist, dass er ein gutes Verhdtnis zum Trainer hat.

Der Trainer Uberlegt, fur die néchste Saison die Aufstellung zu veradndern, um mehr
Spielern eine Chance zu geben, sich zu beweisen.

Es soll weiterhin in einem 1-4-4-2-System gespielt werden (1 Torhtter, 4 Abwehrspieler,
4 Mittelfeldspieler, 2 Stirmer). Berechnen Sie die Anzahl der Méglichkeiten, eine solche
Mannschaft unter den 3 Torhutern, 9 Abwehrspielern, 12 Mittelfeldspielern und 4 Stir-
mern seines Kaders aufzustellen?

Ein grof3es Problem der vergangenen Saison war die Abwehr, weshalb er auch innerhalb
der Abwehr Positionen veréndern will. Wie viele Moéglichkeiten hat er, die 4 Abwehr-
spieler auf die 4 verschiedenen Positionen in der Abwehr zu verteilen? Berechnen Sie
diese Anzahl.

Besonders schlecht und zugleich argerlich war die Ausbeute bel den Elfmetern. Am
Ende jeder Trainingseinheit macht der Trainer deshalb folgende Ansage: , Jeder, der
nicht mindestens 4 von 5 Elfmetern trifft, macht nach dem Training noch einen 10 km
langen Waldlauf!“ (Im Folgenden soll die Trefferwahrscheinlichkeit der Spieler as
gleich bleibend angesehen werden.)

David ist ein guter Elfmeterschiitze und verwandelt durchschnittlich 80 % seiner Elfme-
ter. Er nimmt sich vor, die ersten 4 Schiisse zu verwandeln. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit daftr, dassihm dies gelingt.

Mittelfeldstar Robert hat in der Vergangenheit nur 60 % seiner Elfmeter verwandelt. Be-
rechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er zum Waldlauf muss.

Thomas, der sicherste Schiitze des Teams, nimmt sich als erster den Ball und behauptet:

»1ch hau ale funf rein!" Berechnen Sie, wie grol3 seine Trefferwahrscheinlichkeit min-
destens sein musste, damit er mit mindestens 90 % Recht behalt?
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4.1

4.2

4.3

Die Mannschaft hat in der letzten Saison nur 10 von 34 Spielen gewonnen. Vor der neuen
Runde macht der Verein den Spielern folgendes Angebot: Gewinnt das Team die ersten
drei Spiele, bekommt jeder Spieler eine Sonderzahlung in Héhe von 5000 €. Werden ge-
nau zwel der ersten drei Spiele gewonnen, werden jeweils 2000 € ausgezahlt. Wird
hochstens ein Spiel gewonnen, muss jeder Spieler eine Strafzahlung in Hohe von 1000 €
leisten. (Unentschiedene Spiele gelten al's nicht gewonnen.) Die Spieler gehen davon aus,
dass sich ihre Siegchancen im Vergleich zur letzten Saison nicht verandert haben und
auch in der neuen Saison zunéchst gleich bleiben.

Die Zufallsgréf3e X beschreibt die Anzahl der von den ersten drel Spielen gewonnenen
Spiele. Begrinden Sie kurz, dass diese Zufallsgréf3e binomialverteilt ist.

Die Zufallsgrofe Y beschreibt den Gewinn bzw. Verlust fir einen Spieler. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrofie Y.

Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsgréfze Y. Sollten sich die Spieler auf das
Angebot einlassen? Begrinden Sie Ihre Aussage.
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Losungen
1. Umfrageunter den Spielern
1.1 Viefedertafe 2,0 Punkte
S S S. Stammspieler S
G 12 7 19 G: Gutes Verhdtnis zum Trainer
I 3 6 9 (Gegebene Anzahlen sind
fett und kursiv gedruckt.)
15 13 28
1.2 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten anhand der Vierfeldertafel 3,5 Punkte
] = E ~ 0,
P(G) = o8 ~ 67,9%
= P(SAG)=S5 =~
P(SNG) = >3 ~ 21,4%
= Pg(S) P(Sne) % =12 6329
G T pe T 19
28
2. Veranderung der Aufstellung
21 1-4-4-2-System 2,0 Punkte
I : 3 9 12 4
Anzahl der Moglichkeiten: [ ] . [ j . [ J . ( ] =1122 660
1 4 4 2
T T T T
Torwart Abwehr Mittelfeld  Sturm
2.2 Veranderung der Positionen in der Abwehr 1,0 Punkte
Anzahl der Moglichkeiten: 4! =24
3. ,Elfmeter”
3.1 Elfmeterschiitze David 1,0 Punkte
Wahrscheinlichkeit: P(,4 Treffer bei 4 Schiissen*) = 0,8" ~ 41%
3.2 Elfmeterschitze Robert 3,0 Punkte

Esliegt eine Bernoullikette der Lange n =5 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p=0,6 vor.

Robert muss zum Waldlauf, wenn die Trefferzahl kleiner als4 ist.
P(T<4)=1-P(T24)=1-(P(T=4)+P(T=5))

5 5
=1—( (4} .0,6*- 04"+ (5} .0,6°-0,4%)

=1-(0,2592 + 0,0778) ~ 66,3%
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3.3 Elfmeterschiitze Thomas 3,0 Punkte

Gesucht ist die Trefferwahrscheinlichkeit aus der Bedingung:

5
P(T=5>09 < @ p°-q°>09 < p°>09
< p=30,9 ~ 0979

Seine Trefferwahrscheinlichkeit musste bei mindestens 97,9% liegen.
4. Angebot an die Spieler
4.1 Begrundung fir die Binomialverteilung 1,0 Punkte

Es liegt ein Bernoulli-Experiment mit zwei moglichen Ausgéngen g und g vor. Dieses

Bernoulli-Experiment wird bel gleich bleibender Gewinnwahrscheinlichkeit wiederholt.

Die Spielergebnisse sind voneinander unabhangig. Es liegt eine Bernoulli-K ette vor.

Die Zufallsgrofie X ist daher binomialverteilt.
4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung fur die Zufallsgr63e Y, die den Gewinn 6,0 Punkte

bzw. Verlust fur einen Spieler beschreibt

Deutung: Bernoullikette der Lange n = 3 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = g = 1—57 :

it _P(T = _y= (3 (B 2y, (3] (B 2y
Esgilt: P(Y<1)=P(T=0)+P(T=1)= [oj (17) (17) + (J (17) (17)
~ 0,3517 + 0,4397 = 0,7914
—9) = __3_22_121~
P(Y=2)=P(T=2)= @ ()7 (5) = 01832
_ay=pT=3 =] (5. (22
PY=3)=P(T=3)= (3} (17) (17) ~ 0,0254
Damit ergibt sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:
Siege (S Ooder 1 2 3
y — 1000 € + 2000 € + 5000 €
P(Y=Yy) 0,7914 0,1832 0,0254

4.3 Erwartungswert 2,5 Punkte

Fur den Erwartungswert von Y ergibt sich:
E(Y) = - 1000 - 0,7914 + 2000 - 0,1832 + 5000 - 0,0254 ~ — 298
Die Spieler sollten das Angebot nicht annehmen.

Hinweis: Die Bedeutung des Erwartungswertes kann hier kritisch gesehen werden, da
es sich bei dem Angebot des Vereins um ein einmaliges Angebot handelt.
Bei mehrmaligen Wiederholungen unter gleichen Bedingungen wirde jeder
Spieler dabel im Mittel 298 Euro pro Serie verlieren.

Eine Ablehnung des Angebots kann auch mit der fast 80%-igen Wahrschein-
lichkeit, 1000 Euro zu verlieren, begrindet werden.
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Aufgabe 1
ANALYSIS

11
12

13

14

15
16

16.1
16.2

21
2.2

2.3

231

232

24
241
242

Gegeben ist die Funktionf: R — R mit f(x)=2x"-¢e* .
Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion f .

Begriinden Sie mithilfe des Funktionsterms das Grenzverhalten der Funktion f flr x — —o
und flr X — +oo.

Zeigen Sie, dass die Gleichung der ersten Ableitung von f wie folgt lautet:
f'(x) =2€"- (X" +2x) .
Ermitteln Sie die Extremstellen der Funktion f.

(Hinweis: f"(x) = (2x* +8x+4) -€" kann bei Bedarf ohne weiteren Nachweis verwen-
det werden.)

Skizzieren Sie mit den bisherigen Ergebnissen den Verlauf des Graphen von f.

Den Graphen der Funktion g erhé@lt man aus dem Graphen der Funktion f, indem man diesen
zuerst an der x-Achse spiegelt, dann um +2 Einheiten entlang der y-Achse verschiebt.

Geben Sie eine Funktionsgleichung der Funktion g an.

Begrinden Sie ohne eine Rechnung durchzufiihren, dass die Graphen der Ableitungsfunktionen
f' und g’ dieselben Nullstellen haben.

Die nebenstehende Abbildung zeigt den Gra- A
phen der Funktion f mit . I

f(x)_—x -

sowie den Graphen der Funktion g mit '

g(x):—%x3+%x .

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion f .

Bestimmen Sie die Wendestelle von g und zeigen Sie, dass die Wendestelle der Funktion g
zugleich auch eine Nullstellevon g ist.

Die beiden Funktionsgraphen umranden Uber dem Intervall [-2 ; 2] eine Figur, welche einem
Vogel dhnelt. Im Rahmen einer Landesgartenschau soll ein Beet in Form dieser Figur angelegt
werden.

Begriinden Sie ohne Rechnung, dass das Mal3 u der Flache des Blumenbeetes bestimmt werden
2

j f(x) dx| .
-2

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Beetes in Quadratmetern.
(1 Langeneinheit entspricht 5m).

Durch die Punkte A(—2 | 0) und B(1 | g(1)) verlauft ein geradliniger Weg.
Ermitteln Sie eine Geradengleichung, die den Verlauf dieses Weges beschreibt.

kann durch u(A) =

Parallel zu diesem Weg verlauft ein zweiter Weg, der das Beet aus 2.3 in genau einem Punkt
berhrt. Berechnen Sie die x-K oordinate dieses Berthrpunktes.
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11

1.2

13

14

Losungen

Untersuchung einer e-Funktion f
Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (x) = 2x°- €* .

Nullstelle 1,5 Punkte
fX)=0 & 2&.¢
& x¥=0 (e >0furalexeR)
< x=0 (doppelt)
Grenzwertefir x — o 2,0 Punkte
lim f(x) = XILrDO((sz)- (ex)) =0" (Diee-Funktion dominiert.)
\2 2
+o0 o

lim f(x) = lim ((2x)- (€")) =+» (Beide Faktoren streben gegen +.)
oo

+00 +o0
Ableitung 1,5 Punkte
f'(X) =4x- € +2x*- € =2e*- (X* +2X)
Extremstellen 4,0 Punkte
¢ Notwendige Bedingung (2,0P)
f'(X) =0 2€°- (X*+2x) =0
& X-(Xx+2) =0 (e >0flradlexeR)

< X=0 v x=-2
(beide mit Vzw.)

¢ Hinreichende Bedingung (2,0 P)
Vorzeichentabel le:;
X ‘ -2 0 Testwert:

f’(x)‘ + 0 - 0 4+ f'(1) =6e>0
mit Vzw. mit Vzw.
HP TP

Ergebnis. -2 ist lokale Maximumstelle (GemaR Aufgabenstellung sind nur die Stel-
0 ist lokale Minimumstelle len, nicht aber die Funktionswerte gefragt.)

Alternative: Argumentation mithilfe der angegebenen zweiten Ableitung
Esgilt f"(-2) =—4e?<0und f"(0) =4> 0.
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15 Graph yt 2,5 Punkte
1.
1.6 Betrachtungder Funktion g
1.6.1 Funktionsgleichungvon g 1,0 Punkte
Die Funktion f(x) =2x’- € wird der Reihe nach wie folgt verandert:
= Spiegelung an der x-Achse:  2x°- e —» —2x*- €
= Verschiebung iny-Richtung: —2x°- € —» —2x*- € +2
Die gesuchte Gleichung lautet: g(x) = —2x*- € +2
1.6.2 Gleiche Nullstellen der Graphenvon f' und g’ 2,0 Punkte
Die Nullstellen der Graphen einer Ableitungsfunktion sind mogliche Extremstellen der
Funktion. Dadie Funktion f zwei Extremstellen besitzt, hat der Graph von f' dort eine
Nullstelle.
Durch Spiegelung an der x-Achse und Verschiebung entlang der y-Achse veréndert sich
die Lage der Extremstelle aber nicht, aso bleiben auch die Nullstellen der Ableitungs-
funktion dieselben.
2. Betrachtung zweler ganzrationaler Funktionen
Gegeben sind die Funktionen f (X) =gx2 —1—52 und g(x) = —%x*" +%x .
2.1 Nullstellen von f 2,0 Punkte
— 3.2 12
f(X) =0 & gx 5
= g(x2 -4) =0
& S(x+2)(x-2) =0
< X=-2 v x=2  (beide einfach)
2.2 Wendestelle von g und zugleich auch Nullstellevon g 3,0 Punkte

e Ableitungen (1,0P)
g(=-3x+3 : g'(N=-gX
e Untersuchung auf Wendepunkte (2,0P)
= NotwendigeBedingung: g"(x)=0 < x=0 (einfach, mitVzw.)
= Hinreichende Bedingung: x = 0ist Nullstellevon g” mit Vzw., also Wendestelle

(Alternative: g"(0) = —g #0)

= Funktionswert: g(0) = —%-O%%-O =0 ; asoWendepunkt W(0 | 0)
Die Wendestelle x = 0 ist also zugleich auch Nullstelle.
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2.3 Vogeahnliche Figur

231

2.3.2

24
241

24.2

Begrindung des I ntegr alansatzes 2,0 Punkte
= Da der Graph der Funktion g punktsymmetrisch
zum Ursprung ist sind die Mal3e der eingeschlos- i G,
senen Flachen A; und A, zwischen der x-Achse | A, )
und dem Graphen von g im Intervall [-2; 0] bzw. X5~ 70 1

[0; 2] gleich sind.

» Das Mal3 der Flache des betrachteten Beetes ent- -t
spricht daher dem Mal3 der von der Parabel f und {
der x-Achse eingeschlossenen Flache im Intervall . Gr
[-2; 2].

= Dader Graph von f unterhalb der x-Achse verl auft,
muss der Betrag des Integrals berechnet werden.

Flachenber echnung 4,0 Punkte
2
w(A) = j f(X) dx
-2
2
=2 I f (x) dx (Ausniitzen der Achsensymmetrie von f)
0
2
=2 I(g 2 —%) dx (Funktionsterm fiir f einsetzen)
0

(Stammfunktion bilden)

=2. (%-8—1—52-2)—0‘ =2. ‘_E = 3_52 =64 (FE)

Eine Flacheneinheit entspricht 5m - 5m = 25m?.
Das MaR der Flache des Beetes betragt damit 6,4 - 25m? = 160m?.

Geradliniger Weg durch die Punkte A(-2 | 0) und B(1 | g(1))
Geradengleichung fur den Weg durch A und B 2,5 Punkte

Esgilt: g() =-3-T+5-1="1.

Y- g_ 0
%-%  1-(-2)
Punktsteigungsform: y=m- (X—Xxp) +Vy1

Steigung: m=

allr

y
1 _1 2
Y=< -(x+2)+0—§x+g

Zweiter Weg, der das Beet in genau einem Punkt berdhrt 2,0 Punkte
Parallelitdt bedeutet, dass der zweite Weg die gleiche Steigung % besitzt. Die zugehdri-

ge Gerade soll Tangente an den Graphen von f sein.

Diesfuhrt zu dem Ansatz: f'(x) :% = gx :% = x:%
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Paul hat seinem kleinen Bruder ein Baumhaus gebaui. .
Dieses setzt sich aus einem quaderférmigen Raum mit
einem aufgesetzten Dach zusammen.

Das Grundstiick liegt in der Skizze in der x;-X.-Ebene .

und der Ful® des Baumes steht im Ursprung des Ko- _____________ 7IE
ordinatensystems. o — )
Gegeben sind die Punkte L 4
A(0|3]2) , B(0]0]|2 , D(15]31]2) , >
F(O|0]35) , G(1,5|0]35) , H(1,5|3]3,5) und // °
S(0|0]4,5).

X1

1. Geben Sie die Koordinaten der Punkte C und E an. Bestimmen Sie den Mittel punkt der
Kante AD.

2. Paul mdchte die Dachflache GHS zum Schutz mit einer Folie Uberziehen. Dazu benttigt
er einige Informationen.

2.1 Bestimmen Sie das Mal? des Innenwinkels <« SHG der Dachfléche.
2.2 Berechnen Sie die Lénge der Dachkante HS.

2.3 Begriinden Sie, dass die Dachkanten GS und GH senkrecht aufeinander stehen. Berech-
nen Sie das Mal3 des Flacheninhalts der Dachflache GHS.

3. Vom Punkt P(0,75 | 4 | 0) aus wurde eine Kletterstange an der Kante AD des Baumhau-
0
ses befestigt, deren Richtung durch den Vektor v = | —1 | beschrieben wird.
2

3.1 Geben Sie eine Gleichung der Geraden an, die die Lage der Kletterstange beschreibt.

3.2 Prufen Sie, ob die Kletterstange im Mittelpunkt der Kante AD am Baumhaus befestigt
wurde.

4. Bestimmen Sie eine Parametergleichung der Ebene e, in der die Dachflache ESH liegt
und ermitteln Sie daraus eine Gleichung der Ebene in Koordinatenform.
Zur Kontrolle und zur weiteren Verwendung: e: X, + 3x3=13,5

5. Paul hat Uber der Dachflache ESH ein Seil zwischen dem Baum und einem Mast am
Baumhaus gespannt, an dem er die Fahne seines Lieblingsful3allvereins aufhéngen
mochte. Der Verlauf des Seils wird beschrieben durch die Geradengleichung

0 3
g:x=|0|+4-|12
6 —4

5.1 Zeigen Sie, dass das Seil parallel zur Dachflache ESH verlauft.
5.2 Berechnen Sie den Abstand des Seils von der Dachflache ESH.
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Losungen
1. Koordinaten der Punkte C und E sowie Mittelpunkt der Kante AD 2,0 Punkte
Abgelesene Punkte: C(1,5|0|2) (x:- und xz-Koordinaten wie D, x-Koordinate wie A)
E(0]3]3,5 (x- und xp-Koordinaten wie A, xs-Koordinate wie F)
0 15 0,75
Mittelpunkt: m = 2(a+d)= 2 ||3|+| 3 ||=| 3 | ; M(075|3]2)
2 2 2
. Foliezum Schutz der Dachflache GHS
2.1 MaR deslInnenwinkels < SHG der Dachflache 2,0 Punkte
H ist der Scheitel des Winkel << SHG. Der Winkel wird also gebildet z. B. von den Vek-
toren HG und HS. Nach der Winkelformel gilt:
0)(-15
3| -3
HG-HS 0 1
cos(a) = iG l_E = = 9 :E ~0,8571
‘HGHHS‘ 0 -15 335 7
-3 -3
0 1
Damit folgt: a~ 31,00°.
2.2 Léangeder Dachkante HS 0,5 Punkte
0 15 -15
|HS|=|s-h|=| 0 || 3 ||=|] -3 || = J(-15?%+(-3?+1 = 35(LE)
4,5 3,5 1
2.3 Dachkanten GS und GH und Flachenmaf? der Dachflache GHS 2,0 Punkte

¢ Orthogonalitat (1,0 P)
-15 0
Esgilt: GS-GH =| 0 |.|3
1 0

Diesbedeutet GS | GH . DieKanten GS und GH stehen senkrecht aufeinander.

e Flachenmald (1,0P)
0

A=2.|HG x HS|=

N |-
N

0

.

-15 -3
-3

N |-

_1 ~
: 4O5 =" 29,25 ~ 2,70 (FE)

Alternative: (elementargeometrisch als Dreieck mit rechtem Winkel bei G)

-15
A=1.GS||IGH|=1.|| ©
2 2 X

0
3| = % . 3,25 -3 ~ 2,70 (FE)
0
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3. Kletterstangean der Kante AD

3.1 Gleichung der Geraden, diedie Lage der Kletterstange beschreibt 1,0 Punkte
0,75 0
Geradeh: x = p+A-v=| 4 |+1.]-1
0 2
3.2 Befestigung der Kletterstangeim Mittelpunkt der Kante AD 1,0 Punkte
Punktprobe fur M(0,75 | 3| 2) in der Gleichung von h:
0,75 0,75 0 0 0
3 |=| 4 |+4.- |1l o |-1]=2.1"1
2 0 2 2 2

Diese Vektorgleichung wird fur A = 1 erflllt, d.h. esgilt Meg.

Alternative: Nachweis, dass MP und v kollinear sind.

4. Parameter- und Koordinatengleichung der Ebene, in der die Dachflache 3,0 Punkte
ESH liegt

e Parametergleichung (1,0P)

15 0 15
— Richtungsvektoren: SH =| 3 |-| 0 | =| 3|=a
3,5 4,5 -1
0 0 0
§E = 3110 = 3 = W
3,5 4,5 -1
0 15 0
— Parametergleichung: & X =8 +A-G+u-w=| 0 |+A4-| 3| +u-| 3
4,5 -1 -1
e Koordinatengleichung (2,0P)
15 0 0 0
— Normalenvektor: SH x SE=| 3| x| 3|=|L5| ;: wahlen=|1
-1 -1 4,5 3
— Normalengleichungen:
0 0
*  Punktnormalengleichung: e [1][x=] 0 ||=0
3 4,5

= Allgemeine Normalengleichung: e |1 |- x —-135=0

= Koordinatengleichung: e X +3x3=135
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5.  Mast am Baumhaus X3
5.1 Seil parallel zur Dachflache ESH
Fiir den Richtungsvektor u von g (Seil) und den
Normalenvektor n von e (Dachfléache) gilt:
3 0 :
u-n=|12|-|1|=0+12-12=0. /
|

1,5 Punkte

-4 3

(4
Diesbedeutet u L n und damit die Paralllitdt von Seil und zur Dachflzche.

5.2 Abstand des Seils zur Dachflache 2,0 Punkte
Gesucht ist der Abstand der Seilgeraden g von der Dachebene e. Dag und e parallel sind,
genuigt es den Abstand eines Punktes von g (z. B. des Aufpunkts A4(0 | O | 6)g) zu der
Ebene e zu berechnen.

1. Moglichkeit: Verwendung der Abstandsformel
Abstandsformel: d(g; €) = d(Ag; @) =m0 - SA | = = -|n - SA |

0
Dabei gilt: n=|1| mit |n|=+0*+12+3 =410
3
0 0 0
q:g_gz 0O|-| 0|=]0
6 5 15
0 0
it eraibt sich: dig:e) = -L.[[1/.| 0| =_L. ~
Damit ergibt sich: d(g; €) 5 i |4,5| ~1,42 (LE).
3) 15
2. Moglichkeit: Anwendung der Lotgeradenmethode
0
Ebenee: |1 |- x —135=0
3
0 0
Lotgeradel: x =a, +4-n=|0|+4.|1
6 3
Einsetzen:
0 0 0
1{.110(+2:]1||-135=0 ©18+1041-135=0< 1=-045
3 6 3

(Die konkrete Berechnung der Koordinaten des Lotful3punkts L ist nicht unbedingt er-
forderlich. Der gesuchte Abstand ergibt schon allein aus dem Parameterwert 1 = —0,45)

Esfolgt: | AL |=|T - a, |=]|-0,45- n|=045-|n|=045- 10 ~ 1,42
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 In einer Schule mit 450 Schilern ist unter allen Schilern eine Umfrage Uber das Tragen
von Mtzen im Unterrichtsraum und das Trinken wahrend des Unterrichts durchgefiihrt
worden. Dabei haben sich 50 Schiiler fur ein Verbot der Mutzen und 25 Schiler fir ein
Trinkverbot ausgesprochen. 20 Schiller haben sich fir beide V erbote entschieden.

Es werden folgende Ereignisse betrachtet:
M: Der Schiler hat fr das M Utzenverbot gestimmt.
T: Der Schiler hat fur das Trinkverbot gestimmt.

1.1 Stellen Sie den beschriebenen Sachverhalt in einer Vierfeldertafel mit absoluten Hau-
figkeiten dar.

1.2 Ein Schiler wird zuféllig ausgewahlt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der fol-
genden Ereignisse:

1.2.1 Der Schiler méchte, dass das Tragen von Mitzen im Unterricht erlaubt wird.
1.2.2 Der Schiler hat fir mindestens ein Verbot gestimmit.

1.2.3 Der Schiler hat fir genau ein Verbot gestimmt.

1.2.4 Ein Schiler, der fur das MUtzenverbot gestimmt hat, ist auch fur das Trinkverbot.

1.3 Eswerden zufdlig 20 Schiler ausgewahlt und Uber ihre Angaben in der Umfrage inter-
viewt.

1.3.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter den befragten Schilern niemand fur
das Mtzenverbot gestimmt hat.

1.3.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter den befragten Schillern mindestens
zwel Schiler fur das M Utzenverbot gestimmt haben.

2. Auf einem Jahrmarkt wird ein Gewinnspiel mit einem Glicksrad angeboten. Das
Glucksrad besteht aus drei unterschiedlich grof3en Sektoren in den Farben griin, rot und
blau. Die Sektoren haben in dieser Reihenfolge die Mittelpunktswinkel 45°, 135° und
180°. Pro Spiel dreht man das Glicksrad zweimal.

2.1 Stellen Sie diesen Sachverhalt in einem vollsténdig beschrifteten Baumdiagramm dar.

2.2 Der Einsatz betragt 1€ pro Spiel. Eine Auszahlung erfolgt, wenn man zweimal die glei-
che Farbe dreht: bel zweimal griin werden 4€, bei zweimal rot werden 2€ und bei zwei-
mal blau wird 1€ ausbezahlt. In allen anderen Féllen bekommt man nichts ausbezahit.
Die Zufallsgrofie X beschreibt den Gewinn oder Verlust des Spielers.

2.2.1 Geben Siedie Werte an, die die Zufallsgrofde X annehmen kann.

2.2.2 Eine Person versucht sich an diesem Gewinnspiel. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit, mit der die Person mit einem Verlust rechnen muss.

2.2.3 Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsgrofde X.
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Losungen

1 Umfrage unter den Schilern einer Schule

1.1 Vierfeldertafel mit absoluten Haufigkeiten 2,0 Punkte

Es werden folgende Ereignisse betrachtet:
M: Der Schiler hat fir das M ttzenverbot gestimmt.
T: Der Schiler hat fur das Trinkverbot gestimmt.

M M
T 20 5 25
30 | 395 | 425

50 | 400 | 450

—|

1.2 Auswahl eines Schiilers

1.2.1 Schiler méchte, dassdas Tragen von M itzen erlaubt wird. 0,5 Punkte
P(M) = jgg =08  (Werteaus Vierfeldertafel abgelesen)
1.2.2 Schuler hat fur mindestensein Verbot gestimmt. 1,0 Punkte
_ T — 355 _ 55 _ ~a5
P(MUT)—l—P(MmT)—l— ﬁ = 4—50 = 0,12

Alternative: Wahrscheinlichkeiten zu drei Feldern aus der Tafel bestimmen:

_ 5 . 30 _ 55
PMuT)= 450+@+450 750 = 0,12

1.2.3 Schiler hat fur genau ein Verbot gestimmt. 1,0 Punkte
_ _ 5 _
P((MmT)u(M NT))= P(MmT)+P(M NT)= 450 * 2 450 = 0,07
1.2.4 Schiler, der fur das M ttzenverbot gestimmt hat, ist auch fur das 1,5 Punkte
Trinkverbot.

Es handelt sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit.
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: T (Abstimmung fur das Trinkverbot)
Bedingung: M (Abstimmung fir das M Utzenverbot)

Damit ergibt sich:

ITAM | _ 20
i - so - 04)

B _ w0 _ 20 _ : =
W = oy~ ~w T04 (ke Ry(D) =

1.3 Zufédllige Auswahl von Schilern
Interpretation: Bernoullikette der Lange n = 20
Treffer T: , Schiler stimmt fir das M itzenverbot.* mit p =

O~

1.3.1 Niemand hat fur das M Utzenver bot gestimmt. 1,0 Punkte

P(T=0)= (20] (%)0 . (g)20 ~ 0,0048
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1.3.1 Mindestenszwel Schiler haben fir das M titzenver bot gestimmit. 2,0 Punkte
PT=22)=1-P(T<2)=1-P(T<1)=1-P(T=1)-P(T=0)

20 20
=176 (3) @
=1-0,2371-0,0948
~ 0,6681

2. Umfrage unter den Schilern einer Schule

2.1 Baumdiagramm 2,0 Punkte
1 1 . p 1
8 3 2 @)= 360° ~3
8
o. 135 3
; ; A 135° P(r) = 30 8
1 1 1 1 1 1 o 180° =1
! % : ! % : %N 180°: P(b) = >

Lol

N N
-1€ -1€ -1€ O0€ <« Gewinn/ Verlust

g r b g r b
3¥E -1€ -1€ -1€ 1€ -1

2.2  ZufallsgrofRe X zur Beschreibung des Gewinns oder Verlusts des Spielers
Die Zufallsgrofie X beschreibt den Gewinn oder Verlust des Spielers.

2.2.1 Wertean, diedie Zufallsgr63e X annehmen kann 1,0 Punkte
Wertemenge: X(w) ={-1;0; 1; 3} (vgl. auch letzte Zeile im Baumdiagramm)

2.2.2 Wahrscheinlichkeit, mit der die Person mit einem Verlust rechnen muss 1,5 Punkte
Am gunstigsten argumentiert man Uber das Gegenereignis:
PX=-1)=1-(PX=3)+P(X=1)+P(X=0))

A (3 + (¢ ()= B -osss

2.2.3 Erwartungswert der Zufallsgrof3e X 1,5 Punkte
Aus dem Baudiagramm folgt welter:

P(X:O):(%)Z:% : P(x:1):(§)2:% : P(X:3):(%)2:é

Wahrscheinlichkeitsverteilung: x | 1] o | 1 3
19 1 9 1
PX=X 1 3 ‘ 7 ‘ o | o4

Erwartungswert: E(X)=-1-23 +0- 7 +1- (;94 +3. é ~-0,41
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Aufgabe 1

1.  Gegebenist die Funktionf: R — R mit f(x):s—loxs—%x :

1.1 Untersuchen Sie die Funktion f auf Symmetrie und berechnen Sie die Nullstellen.

1.2 Ermitteln Sie die Extremstellen des Graphen der Funktion f.

1.3 Die Graphen der Funktionen f und
g stellen bei Einschrankung der De- 4
finitionsmengen auf das Intervall 3
[-6 ; 6] geeignete Randfunktionen
far den Querschnitt eines Propel-
lers dar.

(1 Langeneinheit entspricht 1cm.)

Der Graph der Funktion g entsteht

durch Spiegelung des Graphen der F
Funktion f an der x-Achse.

1.3.1 Der Propeller eines Modellflugzeuges hat im Original eine Spannweite von 12cm sowie
eine Fligelhthe von ca. 3,3cm. Begriinden Sie dies anhand der Eigenschaften der Funk-
tionen f und g.

1.3.2 Berechnen Sie unter Angabe eines Integralansatzes und einer Stammfunktion den Fl&
cheninhalt des betrachteten Querschnitts des Propellers.

1.3.3 Zur Verzierung des Propellers werden auf den Flugeln Streifen angebracht. Ein Streifen
verlauft von A(1| (1)) nach B(5]| f(5)). Berechnen Sie die Lange dieses Streifens.

2. Gegeben ist die Funktion f : Dpax — IR mit

£(x) = 2x2-2x-12  2:(x-3)-(x+2) 6x—20
Cox-4x+4 (%22 T xe—4x+4 -

2.1 Geben Sie die Definitionslicke und deren Art, die Nullstellen, den y-Achsenabschnitt
und eine Gleichung der Asymptoten an.

2.2  Berechnen Sie den Schnittpunkt S des Graphen von f mit seiner Asymptote fa.

[Zur Kontrolle: S(% | 2)]

2.3  Skizzieren Sieden Verlauf des Graphen der Funktion f unter Einbeziehung der bisherigen
Ergebnisse.

3. Gegeben ist die Funktion f : Dmax > IR mit f(X) =In(x—4)-3 .

3.1 Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge von f.

3.2 Bestétigen Sie rechnerisch, dass der Graph der Funktion f keine Extremstellen und keine
Wendestellen besitzt. [Zur Kontolle: f(x) =~ _14)2 ]

3.3.1 Begrinden Sie, dass die Funktion f eine Umkehrfunktion besitzt.

3.3.2 Ermitteln Sie eine Funktionsgleichung der Umkehrfunktion f ™ vonf.
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11

12

131

Losungen

Untersuchung einer ganzrationalen Funktion f

Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (X) = —x —;—2 X .

Symmetrie und Nullstellen 3,5 Punkte
e Symmetrie (15P)
D=R ist wmmetrisch und fur allexeD gilt'

f(—x):5 X -2 (x = —%x +—x —f(x)

Also besteht Punktwmmetrle zu Ursprung.

Alternative: Die Funktion f ist als ganzrationale Funktion mit nur ungeraden Expo-
nenten punktsymmetrisch zum Ursprung.

o Nullsiellen (20P)

18, _
fX)=0 %X—Z—SX 0O |-50

& x*-36x =0
< X-(X+6)-(x=6) =
< X=0v x=-6 v x=6 (adleenfach)

Extrempunkte 4,0 Punkte
e Ableitung (05 P)

f'(x) = —x 2 8_3 (x2—12):5—::’)-(x+\/ﬁ)-(x—\/ﬁ)

25
« Notwendige Bedingung (1,5P)
f'(X) =0 x=-+12 v x=+/12 (beide mit Vaw.)
o Hinreichende Bedingung (1,0 P)
V orzeichentabelle:

X ‘ 12 o J12 Testwert:
[+ o - o0 1
mit VVzw. ohne Vzw. f (O) - <0
HP TP

e Angabe der Extrempunkte (1OP)

Funktionswerte: f (—+/12) = 22412 ; f(/12)= -

Extrempunkte: H(-v12 | J— 2) ;T(V12 |-£412)
Begrindung anhand der Eigenschaften von f und g 2,0 Punkte

Die Spannweite des Propellers vom 12 cm entspricht der Intervalllange.
Die Hohe des Propellers entspricht aufgrund der Spiegelung des Graphen von f an der x-
Achse dem doppelten Funktionswert des Hochpunktes, also 2 - é—é\/ﬁ cm=~ 3,3 cm.



16 G-Kurs Nachtermin 2014

1.3.2 Flacheninhalt des Propéllers 3,0 Punkte
Aufgrund der Symmetrie gilt:

6
— — _ 9 278
nA) = 4-| jf(x)dx | = 4. |£(—x ——x)dx | = 4. |[ﬁx — o X ] |
- 2 _ 162 | _
= 4-|(%-6 —%6 )-0 |—4-|— | 25,92 (cm?)

1.3.3 Léange d%Verzierungsstreifens 3,0 Punkte
. _1 4,3 18 35 _ _
Esqilt: ()= 5 1 1 ~55 -0,7 , asoA(l|-0,7)

- _ (1 3 18 55 _ 11 _
g(5) =-1(5 = 5 5 o 5) = =10 11 , asoB(5]|11)
Lange des Streifens:
d(A; B) = /(5-1)° +(11+0,7)® = /19,24 ~ 4,4 (cm)

2. Unter suchung einer gebrochenrationalen Funktion f

Betrachtet wird die Funktion mit
F(x) = 2x2-2x-12  2:(x-3)-(x+2) 6x—20
x—Ax+4 (x—2)2 T xe—4x+4 -

2.1 Definitiondicke, Nullstellen, y-Achsensabschnitt und Asymptote 3,0 Punkte
Definitionsdlicke: 2 (Polstelle ohne Vorzeichenwechsel) (Ablesen aus 2. Term)
Nullstellen: -2, 3 (beide mit Vorzeichenwechsel) (Ablesen aus 2. Term)
y-Achsenabschnitt: %2 =-3 (x=0im1. Term)
Asymptote: fa(x) =2 (Ablesen aus 3. Term)

2.2 Schnittpunkt des Graphen mit der Asymptote 2,0 Punkte
Ausdem 3. Term l&sst sich der Restterm r(x) = ?X;ZO ablesen.

X2—-4x+4
. _ 6x-20 o — _ _ 10
Ansaiz: r(x) =0 < “aid & 6x—20=0 & 6Xx=20 < X= 3
Wegen f () = 2 ergibt sich der Schnittpunkt S22 |2).
23 Graphvonf i 2,5 Punkte
______________________ e

<+
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3. Untersuchung einer In-Funktion
Betrachtet wird die Funktion mit f (x) =In(x—4)-3.

3.1 Definitionsmenge 1,0 Punkte
Bedingung fir den In-Term: x-4>0 < x>4
Damit folgt: Dpyax =14 ; +oo]

3.2 KeneExtrem- und Wendestellen 3,5 Punkte

: . ’ _ i — L. " - (v _ -2 - _ 1
Ableitungen: f'(X)=5=7 =(x-4)" ; f"(x) =—(x-4) ay
Es gibt keine Nullstellen von f'(x) und f"(x), da die Zahlerterme jeweils ungleich
null sind. Daher gibt es weder Extrem- noch Wendestellen.

3.3.1 Begrundung der Umkehrbarkeit 1,0 Punkte
Esgilt f'(x) :le4 > 0 fur alle xeDmax. Dies bedeutet, dass f in Dyax Streng monoton
wachsend und damit umkehrbar ist.

3.3.2 Gleichung der Umkehrfunktion 1,5 Punkte

Funktionsgleichung fiir f: y = In(x-4)-3.
Wir 16sen die Funktionsgleichung nach y auf:
y=In(x-4)-3 < y+3=In(x—4) |Seten vertauschen
< In(x—4)=y+3 |e-Funktion anwenden
o x—4=¢"3 | +4
o x=¢"3+4

Durch Vertaschen der Variablen ergibt sich als Funktionsgleichung der Umkehrfunktion:

fix) =e**+4

Alternative: Zuerst den Variablentausch duchfiihren und dann nach y auflésen.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Geocaching ist eine Art elektronischer Schatzsuche, bel der mittels GPS-Daten versteckte Do-

sen (sog. , Geocaches') in der Landschaft gefunden werden missen. Diese Geocaches enthal-

ten entweder Gegenstande oder Rétsel. Das Spiel lasst sich gut mit Hilfe der Vektorrechnung

modellieren. (1 Langeneinheit entspricht 100 m).

1. Eine Person steht im Punkt P(2 | 4 | 3), der erste Geocache befindet sich in dem Punkt
Q5 1-2]1).

1.1 Berechnen Sie den Abstand zwischen der Person und dem ersten Geocache in Metern.

1.2 Die Person bewege sich geradlinig von ihrem Standort auf den Geocache zu. Stellen Sie
eine Gleichung der Geraden auf, entlang derer die Bewegung erfolgt.

1.3 Die Person erreicht den ersten Geocache im Punkt Q und 6ffnet diesen. Allerdings liegt
darin nur ein Zettel mit einem Hinwel's zum néchsten Versteck:

»Der zweite Geocache befindet sich von der jetzigen Position aus 300m in Rich-
3
tung desVektorsv = | 4 |.°
0
Ermitteln Sie mit diesem Hinweis die Position R des zweiten Geocaches.

2. Ein gleichméliig geneigter Hang ist das Suchgebiet fur einen weiteren Geocache. In der
Hangebene befinden sich drei markante Punkte A(5|-23),B(2|5|4) und C(-1| 0| 5).
Diese drel Punkte bilden ein Dreieck. Man benétigt Informationen Uber das abzusuchen-
de Gebiet.

2.1 Ermitteln Sie eine Koordinatengleichung der Ebene, in welcher der Hang liegt.
2.2 Bestimmen Sie das Mal3 des Innenwinkels des Dreiecks ABC bei A.

2.3 In der Hangebene befindet sich ein Geocache im Punkt S mit den Koordinaten S(2 | | | x3)
besitzt. Ermitteln Sie die fehlende xs-K oordinate.

3. Fur die Lage von Geocaches sind teilweise besondere Bedingungen zu beachten, so sol-
len sie beispielsweise aus Sicherheitsgrinden einen Mindestabstand von Bahngleisen
haben. Ein Geocache befindet sich im Punkt T(4 | 2 | 5). Die Lage der in der N&he befind-
lichen, geradlinig verlaufenden Bahngleise, kann durch die Gleichung

15 1
g:x=|265|+1.|2
5 0

beschrieben werden. Prifen Sie rechnerisch, ob ein Mindestabstand von 100 m vom Geo-
cache zu den Bahngleisen eingehalten wurde.
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Losungen

1.1 Abstand zwischen Person und Geocache 1,5 Punkte
5 2 3
Esgilt: |PQ| = || 2|~ 4|| = || -6 || = JF+(-6+(-2" = V49 =7 (LE)
1 3 -2

12

13

21

Der Abstand zwischen Person und Geocache betragt 700m.

Gleichung der Geraden, langs derer sich die Person bewegt 1,0 Punkte
2 3
Geradengleichung: g: x=p +4-PQ=|4|+4.|-6
3 -2
Position R des zweiten Geocaches 2,5 Punkte
Die Position R des zweiten Geocaches liegt auf der Geraden mit der Gleichung
3) 3
hix=qg+u-V=|-2|+u-|4].
1 0

Der Vektor V besitzt dieLange |V |= V3 + 42 + 0* =+/25 =5 (LE). Dies entspricht 500m.
Eine Entfernung von 300m entspricht daher dem Parameterwert 1 = g =0,6.

5 3 6,8
Somit folgt: r =|-2|+0,6-|4|= |04
1 0 1
Der gesucht Punkt hat die Koordinaten R(6,8 | 0,4 | 1).
Koordinatengleichung der Ebene, in der der Hang liegt 3,0 Punkte
e Parametergleichung (1,0P)
2 5 -3
— Richtungsvektoren: AB =|5|-|-2|=| 7|=0 und
4 3 1
-1 5 -6 -3
AC = OJ 2| =| 2| ;wshlev=|1
5 3 2 1
— Parametergleichung: e X = a +A4- 0 +

+ J7RRY;

5 -3 -3
{—2 +/1-[ Tl+u-| 1

3 1 1
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e Koordinatengleichung (2,0P)

-3 0 6 1
— Normalenvektor: G xv =| 7|x|1|=|0]| : wailen=]|0
1 0 18 3
— Normalengleichungen:
1 5
= Punktnormalengleichung: e |0||x-|-2||=0
3 3
1
= Allgemeine Normalengleichung: e; |O0] - x —14=0
3
= Koordinatengleichung: e X3 +3x3—-14=0
2.2 Malk deslnnenwinkelsdes Dreiecks ABC bei A 2,0 Punkte
Als Scheitel punkt des gesuchten Winkelsist der Punkt A vorgegeben.
-3) (-6
70 2
AB-AC 1 2
cos(a) = iB AE = -4 ~0,6673
|AB|-|AC| |(-3)]|(-6)| V59-v44
7.1 2
1 2
Damit folgt: o~ 48,14°.
2.3 Geocacheim Punkt S 1,5 Punkte
Die Punktprobe fur den Punkt S2 | | | x3) in der Ebene e aus 2.1 ergibt:
1 2
0/-]1]|-14=0<2+33-14=0 © 3x=12 < x3=4.
3) \%

Far den gesuchten Punkt gilt daher S(2 | I | 4).
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3. Einhaltung des Mindestabstands 3,5 Punkte
15 1
Gesucht ist der Abstand des Punkts T(4 |2|5) von der Geradeng: x = | 26,5| + 4. | 2.
5 0
1. Moglichkeit: Berechnung Uber das L otful3punktverfahren
a) Hilfsebeneemit Teeunde L g:
1 4 1
e |2]||x-|2||=0< |2|-x-8=0
0 5 0

b) Lotful3punktberechnung

Durch Einsetzen der rechten Seite der Gleichung von g ergibt sich:

1 15 1
2|.||265(+12|| -8=0 < 68+51-8=0 < 1=-12
0 5 0
15 1 3
Damitfolgt: | =|265|-12.|2|=]25]| ;: L(3]|25|5)
5 0 5
¢) Abstand
3) (4 -1
Esgnt\ﬁ\ =(|25|-|2|| =|| 05| = J/1+0,25+0 = 1,25 ~ 1,12 (LE)
5) (5 0

Der Abstand betragt 112m. Damit wurde der Mindestabstand eingehalten.

2. Moglichkeit: Verwendung der Abstandformel
. _ _, ~=,_ 1 _ r—
Nach der Abstandsformel gilt d(T,g) = | G° x AT |= ] U x AT,

Dabei ist G ein Richtungsvektor und Ay ein Punkt der Geraden g ist.

1
= Fird=|2|gilt|d|=+1+4+0 = 5.
0
= Ein Punkt von gist z.B. der Aufpunkt A¢(15| 26,5 | 5).
4 15 -11
Damitgilt§= 2| -1265|=|-24,5
5 5 0
Nach der Abstandsformel ergibt sich damit:
1 -11 0
=@ x AT |= L.||2|x|-245] =] o] =5
d(T,g)= |0 x AT | v X G
0 0 -2,5

~ 1,12 (LE)

Der Abstand betragt 112m. Damit wurde der Mindestabstand eingehalten.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 An ener Universitat haben sich fur das laufende Semester 200 Studierende (Anmer-
kung: das Wort Studierende sei die geschlechtsneutrale Bezeichnung) fir das Studium
Mathematik auf Lehramt eingeschrieben, 150 Studentinnen und 50 méannliche Studen-
ten. Ein Drittel aler Studentinnen studiert als zweites Fach Physik, beiden méannlichen
Studenten betrégt dieser Anteil 40%.

1.1 Erstellen Sie zu diesem Sachverhalt ein vollstandig beschriftetes Baumdiagramm.
1.2 Berechnen Sie, wie viele der Studierenden Physik studieren.

1.3 Auf der Semestereroffnungsveranstaltung sind alle 200 Studierenden anwesend. Eine
studierende Person wird zufallig herausgegriffen.

1.3.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Person eine Studentin ist und
nicht Physik als zweites Fach hat.

1.3.2 Die herausgegriffene Person studiert Physik. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass
die Person ein mannlicher Student ist.

1.3.3 Untersuchen Sie, ob die Ereignisse,, mannlicher Student” und ,, Physik als zweites Fach"
unabhéngig sind.

2. Statistiken der Uni haben ergeben, dass 70% aller Studierenden am Hochschul sport teil-
nehmen. Auf dem Vorplatz der Mensa stehen acht Studierende zusammen. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

2.1 Alle acht Studierenden nehmen am Hochschul sport teil.
2.2  Esbefinden sich genau drei Teilnehmer am Hochschul sport darunter.
2.3 Unter den acht Studierenden sind mindestens sechs Teilnehmer am Hochschul sport.

3. Unter den drei Studierenden Nicole, Marco und Markus, hat sich ein kleines Glicks-
spiel etabliert. Man wirft ein 10-Cent-Stlick gegen eine Wand. Die Person, die ihre
Minze am néchsten an die Wand werfen konnte, gewinnt die Minzen aller Personen,
die mitgespielt haben. Sind zwel Minzen gleich weit entfernt, darf jeder seine Minze
wieder an sich nehmen. Die Zufallsgrofe X beschreibt den Gewinn oder Verlust eines
Spielersin Cent.

3.1 Geben Siedie Werte an, die die Zufallsgrofde X annehmen kann.

3.2 Marco hat die Resultate der vergangenen 20 Spiele notiert und dabel folgendes festge-
stellt: achtmal hat er gewonnen, sechsmal Nicole, viermal Markus und zweimal gab es
ein Unentschieden. Betrachten Sie diese relativen Haufigkeiten nun als Gewinnwahr-
scheinlichkeiten. Berechnen Sie damit den Erwartungswert der Zufallsgrof3e X aus Sicht
von Marco. Interpretieren Sie das Ergebnis.
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Losungen
1 Studierenden fur dasLehramt Mathematik und Physik
1.1 Baumdiagramm 2,0 Punkte
113 p
s/ W /3 W: w?| b|I.Ch
B M: mannlich
P: Physik
W: weiblich
1/4 e
215 P M: mannlich
Mg " P: Physik
1.2 Anzahl der Physikstudenten 1,0 Punkte
Anzahl der Physikstudenten: 150 - % +50. 2 =50+20=70
1.3 Semesterer6ffnungsver anstaltung
1.3.1 Personist weiblich und hat nicht Physik als zweites Fach. 1,5 Punkte
Gesucht ist eine UND-Wahrscheinlichkeit:
P(W A P) = % : % = % (ein Pfad im Baumdiagramm)
1.3.2 Person, die Physik studiert, ist mannlich 1,5 Punkte
Gesucht ist eine Bedingte Wahrscheinlichkeit:
Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: M (méannlich)
Bedingung: P (Physik)
Damit ergibt sich:
3 1,1 2_1_,1_17
PP 3"3 573 08w
_ _PMAP) _ 35 _ 2
RM) = P(MP) = =gy = 27> = 5 = 0.2857
1.3.3 Test auf Unabhangigkeit 1,5 Punkte
Esailt:
_1 2 _1
_1 7 _7
PM)-P(P) =725 =4
Dies bedeutet: P(M N P) = P(M) - P(P) . Die Ereignisse sind also abhangig.
2. Tellnahme am Hochschulsport
Interpretation: Bernoullikette der Langen=9
Treffer T: , Student nimmt teil.“ mit p=0,7
2.1 Alleacht Studenten nehmen teil. 0,5 Punkte

8
P(T=8) = (BJ .0,7%-0,3° ~ 0,0576
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2.2 Esnehmen genau 3 Studenten teil. 1,0 Punkte
8
P(T=3) = (?J .0,7%.0,3° ~ 0,0467
2.3 Esnehmen mindestens 6 Studenten telil. 2,0 Punkte
Zu berechnen ist eine Summenwahrscheinlichkeit:
P(T>6) = P(T=6) +P(T=7) +P(T=28)
8 8
= (GJ .0,7% 0,32 + [J .0,7"-0,3* + 0,0576
= 0,2965 + 0,1977 + 0,0576 ~ 0,5518
Glucksspiel
31 Werteder Zufallsgrofie X 1,0 Punkte
Esgilt: X(w) ={-10; 0; 20}
3.2 Erwartungswert der ZufallsgroRe X aus Sicht von Marco 3,5 Punkte

Wahrscheinlichkeiten:  P(X = -10) = %
1

P(X=0)= =

P(X=20) = =

. — 5 1 4 _
Erwartungswert: E(X) =-10- I +0- ) +20- o - 3

Auf lange Sicht gewinnt Marco 3 Cent pro Spiel.
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Aufgabe 1

11  Gegebenistdie Funktion F : D,,, — IR mit F(x) =2-In(1+4x’) .

1.1.1 Geben Sie die maximale Definitionsmenge von F an, untersuchen Sie F auf einfache
Symmetrie und ermitteln Sie die Monotonieintervalle von F.
Bestimmen Sie unter Einbeziehung der obigen Erkenntnisse die Wertemenge von F.

1.1.2 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion F, wobei auch das Krimmungsverhalten des
Graphen ersichtlich werden soll.

1.1.3 Beschreiben Sie, wie der Graph der auf IR definierten Funktion G mit der Gleichung
G(x) =%-In[2015- (1+4x%)] aus dem Graphen der Funktion F hervorgeht.

1.1.4 Begriinden Sie, dass die Funktion bei Einschrénkung der Definitionsmenge auf IR; um-
kehrbar ist, und ermitteln Sie den Term der zugehdrigen Umkehrfunktion.
Berechnen Sie damit, an welcher Stelle die Funktion den Wert %- In(37) annimmt.

1.1.5 Gegeben ist die Funktion k: D, — IR mit x> 1+44)1(x2'
Erlautern Sie, welche mathematische Beziehung zwischen der Funktion k und der Funk-
tion F besteht.

: : : - 1N- . 4X
12 Gegebenist die Funktion f:[0;3] > IR ; x> Trad”

Die Funktion f beschreibt in einem mathematischen Modell die relative Photosynthese-
aktivitét f (x) einer speziellen Pflanzenart in Abhangigkeit von der Beleuchtungsstéarke x
in der Einheit 100 Lux (siehe Abbildung 1).

Information: Als relative Photosyntheseaktivitét betrachtet man in diesem vereinfach-
ten Modell den Quotienten aus der Anzahl der Pflanzenzellen, die aktuell
Photosynthese betreiben, und der maximalen Anzahl der zur Photosyn-
these fahigen Zellen des beleuchteten Tells der Pflanze.

relative
Photosyntheseaktivitat

0.54

0 05 i 15 2 25 3 35
Beleuchtungsstarke [100 Lux]

Abbildung 1: Relative Photosyntheseaktivitdt in Abhangigkeit von der Beleuchtungsstarke

Bestimmen Sie die Beleuchtungsstérken, bei denen die stérkste Zu- bzw. Abnahme der
relativen Photosyntheseaktivitét zu beobachten ist. Begriinden Sie kurz den Ansatz | hrer
Rechnung.

128x3-96x ]

[ Zur Verwendung ohne Nachweis: f"(x) = L+ 4x)?
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Gegeben ist die Schar der Funktionen f, durch
-0 - . 2ax ; 1
fa:[0;3] > R ; X1 mita> 3.
Jede der Funktionen f, beschreibt die relative Photosyntheseaktivitét fa(x) in Abhangig-
keit von der Beleuchtungsstérke x, wobei der Parameter a den Einfluss der Kohlendi-
oxid-Konzentration in der Umgebung erfasst.

Zeigen Sie, dass die Funktion f aus 1.2 zu dieser Funktionenschar gehort.

Bestimmen Sie in Abhangigkeit von a die Beleuchtungsstérke, bei der die relative Pho-
tosyntheseaktivitat maximal ist.

Geben Sie die Ortskurve an, auf der alle Hochpunkte der Funktionenschar liegen. Inter-
pretieren Sie Art und Lage dieser Ortskurve im Sachzusammenhang.

Ein Wissenschaftler misst die maximale relative Photosyntheseaktivitét bei der Beleuch-
tungsstérke 50 Lux. Zeigen Sie, dass durch diese Messung der Wert des Parameters a
eindeutig bestimmt ist. Geben Sie diesen Parameterwert an.

Die Funktion f, der Funktionenschar aus 1.3 wird nun losgel 6st vom Kontext der Photo-
synthese weiter untersucht.

Betrachtet wird die Flache F, die zwischen dem Graphen von f, und der x-Achse in den
Grenzen O und 3 liegt.

Gesucht ist nun eine zur y-Achse parallele Gerade g mit der Gleichung x = b.
Bestimmen Sie b so, dass die Gerade g die Fléche F halbiert (siehe Abbildung 2).

Die zur x-Achse parallele Gerade h halbiert die Flache F ebenfalls. Die Gerade h hat die
Gleichung y = ¢ (siehe Abbildung 2).

Beschreiben Sie, ohne explizite Berechnung, eine Vorgehensweise, wie man diese Hal-
bierendeneigenschaft von h Uberpriifen kann, wobei ¢ als bekannt vorausgesetzt wird.

Die beiden in 1.4.1 und 1.4.2 beschriebenen Geraden g und h zerlegen die Flache F in
vier Tellflachen F1, F», Fzund F4 (siehe Abbildung 2).

Zeigen Sie unter Verwendung eines geeigneten linearen Gle chungssystems, also ohne
Integration, dass die Flachen F; und F3 inhaltsgleich sind.

relative g
Photosyntheseaktivitat
14
0.5 1
F F
0 3 4
0 0.5 1 |b 1.5 2 25 3 35
Beleuchtungsstarke [100 Lux]

Abbildung 2: Flachenhalbierende Geraden g und h mit den durch sie erzeugten Teilflachen
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Losungen

1.1 Funktion F
Gegeben ist die Funktion F: D, — IR mit F(x):%-ln(1+4x2).

1.1.1 Definitionsmenge, Symmetrie, Monotonieintervalleund Wertemenge 10,0 Punkte
e Maximale Definitionsmenge (1,0 P)
Dmax = IR (dennesgilt: 1+4x% > O fur dle xe IR)

e Einfache Symmetrie (1,5P)
= Die Definitionsmenge Dmax = IR ist symmetrisch zu O.
= FiralexelR gilt:

F(=X) =2 In(1+ 4(-X)?) = 3-In(1+ 4x*) = F(X) .
Der Funktionsgraph ist daher symmetrisch zur y-Achse.

e Monotonieintervalle (5,0P)
1 1

" Ableitung: F'(x) = 57 (4:2%) = 1+4:1(X2

* Nullstellevon F'(x) =0 < 4x=0< x=0
0 ist eine einfache Nullstelle F' mit eéinem V orzeichenwechsel von — nach +.
(Fur die Art des Vorzeichenwechsel s geniigt es, den Zahlerterm 4x zu betrachten.)
Dies bedeutet: Fistin]—o ; 0] streng monoton fallend und
in [0 ; +oo[ streng monoton wachsend.

Alternative: Erstellen einer Vorzeichentabellefur F'.

e \Wertemenge (2,5P)
Aus der Monotoniebetrachtung folgt, dass O globale Minimumstelle ist.
Wegen lim F(x) =+oo und der Stetigkeit von F folgt die Wertemenge W = [0 ; +oo].

X—>to0

1.1.2 Graph der Funktion F | 2,0 Punkte
1.
i >
1.1.3 Entstehung des Graphen der Funktion G 3,0 Punkte

Unter Anwendung des Logarithmen- und des Distributivgesetzes ergibt sich:
G(X) = 3+ IN[2015: (1+ 4%*)] = 2 -[In(2015) + In(1+ 4x*)]

:In(2015) + 2 In(1+ 4x°)

-In(2015) + F (X)

NP NP N

Der Graph von F wird um % -In(2015) ~ 3,8 (LE) in Richtung der positiven y-Achse
verschoben.
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1.1.4 Umkehrfunktion 5,5 Punkte
¢ Begrundung der Umkehrbarkeit (1,0P)

Die eingeschrankte Funktion ist nach 1.1.1in [0 ; +oo| streng monoton wachsend und
daher umkehrbar.

¢ Berechnung eines Funktionsterms der Umkehrfunktion (2,5P)
Gesucht ist x € [0 +oo[, S0 dass gilt:

21n+4x°) =y < Inl+4x’)=2y | e-Funktion anwenden
o 1+4x% =e?Y
1.2
& X =53:(e7-0) (Wegen x & [0 +0]
entfallt die negative
1,2 1 [2
& x=7 (67 -) =3V -1 Losung.)
Gleichung der Umkehrfunktion durch Variablentausch: F™(x) :%-\/ e -1

Alternative: Zuerst einen Variablentausch vornehmen und dann umformen.

e Berechnung eines Funktionswerts (2,0 P)
Gesuchtist: F(5In(37)) = 2-Vez"™® —1=2.\("*): -1 = 1.{{/37 -1~ 113

1.1.5 Zusammenhang zur Funktion k 1,5 Punkte

Betrachtet wird die Funktion k: D — IR mit x —> —2%_.
mex 1+4x2

Nach 1.1.1ist k die Ableitungsfunktion zur Funktion F (oder umgekehrt F eine Stamm-
funktion zu k).

1.2 Eingeschrankte Funktion f 6,5 Punkte

Betrachtet wird die Funktion f:[0;3] > IR ; x> —2%_.
1+4x2

e Ansatz (15P)
Die starkste Zu- bzw. Abnahme erfolgt an den Extremstellen der ersten Ableitung.
Zu bestimmen sind somit die Extremstellen der ersten Ableitung, also die Nullstellen
der zweiten Ableitung.

¢ Notwendige Bedingung (2,0P)

Fr(x)=0 < 28X 1568 gex=0 < ¥ 3x=0
(Lt 4y 2
o xK-2)=0e x=0v =23
o x=0 v X:\/§z0,87 v X=—\/§
" —_—
Randstelle 2D

e Hinreichende Bedingung (1,0P)
Vorzeichentabelle fur "

x |0 07 3 “
Testwert: ") =-—= >0

' - 0 o+ 125
mit
TP
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¢ Entscheidung absolute Extremwerte (1,0 P)
\/g ist lokale Minimumstellevon f’. Daessich um die einzige lokale Extremstelle
in D handelt, ist es auch die absolute Minimumstelle.

Das absolute Maximum von f’ wird an einer der beiden Randstellen angenommen.

. . . C sy g, 14X

Zur Entscheidung muss die Ableitung berechnet werden: '(x) =4 W)

Hiermit folgt: f'(0)= 4und f'(3) ~-0,1.

Das absolute Maximum wird somit an der Stelle 0 angenommen.

Alternative: Um eine Aussage Uber das K rimmungsverhalten von G (auch in der Um-
gebung der Stelle 0) zu machen, kann man auch eine V orzeichentabelle
der nicht eingeschrankten Funktion betrachten.

X ‘ 0 \E

£7(x) ‘ + 0 - 0 +

e Angabe der Extremwerte (1,0P)
Bei Beachtung des Monotonieverhatensvon f' (siehez. B. Graph von f) erhélt man
» die stérkste Zunahme fir eine Beleuchtungsstéarke von 0 Lux
» die starkste Abnahme fir eine Beleuchtungsstarke von etwa 87 Lux

(Umrechnung: \E -100 Lux =~ 0,87 - 100 Lux = 87 Lux)

1.3 Betrachtung einer Funktionenschar f,

Betrachtet wird die Funktionenschar f,: [0:3] — R ; X - XH% mit a> 1.
1.3.1 Bestimmung eines Parameterwerts 1,0 Punkte
L S _ 22X _ 4x _
Fir a= 2 ergibt sich: fy(x) = T2~ 1rax =f(x) .
1.3.2 Maximalerelative Photosyntheseaktivitat 5,5 Punkte
e Ableitung (2,0P)
F(x) = 2a-(1+a°x?) —2ax2a’x _ 2a+2ax —4adx _ 2a-2a% ., l-ax?
avme (1+a2x2)2 O (+axe)r (L+ax@)2 T (1+aexe)?
¢ Notwendige Bedingung (2,0P)
1O 1-azxe  _ 1
fa(X)—O = m =0 (daa> 3 >O)
o 1-a>%¢=0
& =1
1 (Die negative L 6sung entfallt aufgrund der
At X= 13 Definitionsmenge[0; 3] .)

¢ Hinreichende Bedingung (1,0 P)
Vorzeichentabelle fur f, : X | 0 1a 3

|+ 0 -
mit
HP

Testwert: f, (0) =2a >0
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133

134

14

141

e Absolute Extremstelle
Die Stelle % ist eine lokale Maximumstelle von f. Da es die einzige |okale Extrem-
stellein D ist, handelt es sich auch um die absolute Maximumstelle.

e Umrechnung in die Einheit Lux (0,5P)
Bei % -100 Lux wird die maximale relative Photosyntheseaktivitét erreicht.

Ortskurve, auf der die Hochpunkte der Schar liegen 3,0 Punkte
e Bestimmung der Ortskurve (2,0 P)

Ausergibt x = % sicha= %
Setzt man diesin die Funktionsgleichung 2a-f o

von f, ein, so ergibt sich als Gleichung Y~ 1721 ~ 171
der gesuchten Ortskurve: a’
(Parallele zur x-Achseim Abstand 1)

e Interpretation im Sachzusammenhang (1,0P)
Maximale relative Aktivitét liegt vor, wenn alle zur Photosynthese fahigen Zellen
auch Photosynthese betreiben.
Eindeutige Festlegung des Parameter s dur ch eine M essung 2,0 Punkte
Umrechnung: 50 Lux entsprechen dem x-Wert 0,5.
Die Maximumstelle ist nach 1.3.4 eindeutig bestimmt durch %. Daher folgt:

1 _ 1 _1 —
5_0’5©5_§ & a=2

Betrachtung der Funktion f,

Betrachtet wird die Funktion f2: [0; 3] - R ; X > x> —2X

1+4x?
Parallele zur y-Achse 3,5 Punkte

Gesucht ist nun eine zur y-Achse parallele Gerade g mit der Gleichung x = b.
e Mald der gesamten Flache A Uber dem Intervall [0; 3] (L0P)

u(A) = f f,(X) dx:JS:

4 1 2y13 _ 1 1
X dx=[2In(1+ 4X7)]3 =2-[In(1+ 36) ~ In(1)] = £ In(37)

e MalRder Flache A, Uber demIntervall [0; b] (1,0P)

b b
n(A,) = j f,(X) dx = j 1+4sz dx=[2-In(1+4x%)]5 =2-[In(1+ 4b%) ~ In(D)] = %-In(1+4b?)
0 0
e Berechnungvonb (1,5P)
Bedingung: p(A) = 3 - w(A) < 3-In(1+4b%) = 2-In(37)
< In(l+4b%) = 2-In(37)
& In(l+4b%) = In(/37)

= 1+ 4% = /37
N b* =1 (V37 - 1)
= b=%~\/\/§—l)

(nur die positive Losung in den dem vorliegenden Zusammenhang sinnvoll.)
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1.4.2 Parallele zur x-Achse 2,5 Punkte
Betrachtet wird die Gerade h mit der Gleichungy = c.

relative
Photosyntheseaktivitat

0.5 h

X 05 1 15 2 25 35
= Beleuchtungsstarke [100 Lux]

Eine mdgliche Vorgehensweise zur Berechnung von ¢ kann wie folgt aussehen:
= Man berechnet zundchst die Schnittstelle xs des Graphen von f, mit der Geraden h.

3
= Man betrachtet das Integral I (f,(x) —c)dx mit der unteren Grenze Xs.
Xs
Dieses Integral berechnet den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f, und
der Geraden h Uber dem Interval [xs; 3].

= Der Wert von c ergibt sich aus der Bestimmungsgleichung:
3 3

J'(fz(x)—c)dx =1.0A) & j(fz(x)—c)dx = 1.In(37)
Xs Xs
1.4.3 Inhaltsgleichheit der Flachen F; und F3 4,0 Punkte

Aus der Eigenschaft der Geraden g folgt: Fo+F3=F1+F4 (1)
Aus der Eigenschaft der Geraden hfolgt: Fo+Fi=Fs+F4 (2
Durch Subtraktion (1) — (2) ergibt sich:

F3—F1:F1—F3 = 2F3:2F1 = F3:F1
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Im Film , Der Oktaeder von Singapur” stiehlt eine Bande von Trickdieben bei einem spekta-
kuléren Coup einen beriihmten Diamanten aus dem Safe des Hotels Adler.

Die Flucht der Gauner findet in drei Phasen statt.
» Phase A : Errichten eines Sprungtuchs
» Phase B : Sprung vom 40 m hohen Dach des Hotels Adler auf das Sprungtuch
» Phase C : Ausschalten einer Sirene auf dem 35 m hohen Dach des Hotels Beluga

Die Geometrie der Anordnung wird in einem mathematischen Modell vereinfacht dargestellt.
Die nachstehende Abbildung 1 stellt in diesem Modell die beiden Hotels als zwei Quader so-
wie das Sprungtuch dar. Die Grundflachen der beiden Hotels liegen in der x-y-Ebene.

Alle Angaben von Koordinaten beziehen sich auf die Langeneinheit 1 Meter.

z Sirene

Hotel Adler

Abbildung 1: Modell der Anordnung mit den Hotels und dem Sprungtuch

21 PhaseA

Vier Mitglieder der Bande spannen von gemieteten Hotelzimmern aus ein Sprungtuch
zwischen den beiden Hotels. Die Ecken des Tuchs liegen in den Punkten A(40 | 15 | 20),
B(22]42|20), C(4| 30| 26) und D(14 | 15| 26).

2.1.1 Zeigen Sie, dass die vier Ecken in einer Ebene er liegen, und erstellen Sie eine Glei-
chung dieser Ebene in Koordinatenform.
[Zur Kontrolle: er: 3x+ 2y + 13z =410]

2.1.2 Weisen Sie nach, dass das Sprungtuch trapezformig ist und dass bei C ein rechter Win-
kel vorliegt.
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2.2

221

222

2.3

231

2.3.2

24

241

242

Phase B
Der erfolgreiche Dieb springt mit dem Diamanten vom Dach des Hotels Adler auf das
Sprungtuch.
DieKoordinaten der Punkte der Flugkurve lassen sich ab dem Absprungpunkt (24|14 |40)
24 -3 0
durch dieGleichung x = |14 | +t-| 4| +t%-| 0| mitt> 0 erfassen.
40 2 -5

Berechnen Sie die Koordinaten des Auftreffpunkts T auf dem Tuch.

Die dem Dieb néchstgelegene AulRenwand des Hotels Beluga ist Teil der Ebene e mit
der Gleichung es: —2x+3y=82.
Berechnen Sie, wie weit der Punkt T(18 | 22 | 24) von dieser Wand entfernt ist.

Phase C

Auf dem Dach des Hotel s Beluga befindet sich an einem Mast, der im Punkt M(18]43|35)
errichtet ist, eine Sirene. Der Dieb versucht vom Punkt T(18 | 22 | 24) aus, die Sirene
mit einem gezielten geradlinigen Schuss auszuschalten.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, die langs des Mastes verl&uft.

Geben Sie eine Gleichung der Geraden h an, auf der die dem Sprungtuch zugewandte
Dachkante des Hotels Beluga liegt.

Beschreiben Sie ein Verfahren auf Grundlage der Vektorrechnung, um folgende Frage
zu beantworten: Wie hoch muss die Srene oberhalb der Dachflache mindestens befes-
tigt sein, damit dem Dieb das Ausschalten der Srene gelingen kann?

Der gestohlene Diamant ist bekannt als K
» Oktaeder von Singapur”.

Das Objekt (seine Oberflache besteht aus
acht gleichseitigen Dreiecken) wird nun in
einem Koordinatensystem mit der Langen-
einheit 1cm mathematisch modelliert.
E(1]-1]0),F(1|1]0),G(-1]1]0)und
H(-1|-1|0) beschreiben digjenigen Ecken,
die in der horizontalen (quadratférmigen)
Symmetrieflache des Oktaeders liegen. J

Abbildung 2: Modell des Diamanten

Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte J und K in dem zugrunde liegenden Koordi-
natensystem.

Ublicherweise gibt man die Masse eines Diamanten in der Einheit ,Karat* an (1 Karat =
0,2 g). Der vorliegende Diamant hat eine Dichte von 3,5 g/cm3.
Bestimmen Sie das VVolumen und die Karatzahl des,, Oktaeder von Singapur”.

(Zum Vergleich: Der bekannte Diamant ,, Koh-i-Noor* in der Krone der englischen K6-
nigin besitzt 109 Karat.)
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Losungen

21 PhaseA
2.1.1 Ebenen, in der das Sprungtuch liegt 4,5 Punkte
e Gleichung der Ebene (35P)
-18 -2
— Richtungsvektoren: AB =| 27| ; wahled, =| 3
0 0
—26 -13
AD=| 0| ; waled,=| O
6 3
9 3
— Normalenvektor: AB x AD =0, x G, =| 6 | ; wahlefA = | 2
39 13
3 40
— Punktnormalengleichung: er: Ai-(x —a)=0<«< |2 |- | x—|15| |=0
13 20
3
— Allgemeine Normalengleichung: er: | 2 | - x —410=0
13

— Koordinatengleichung: er: 3x+2y+13z-410=0

e Punktprobe fur den Punkt D (1,0 P)

Fur den Punkt D(14]15|26): 3-14+2-15+13-26-410=410-410=0

Der Punkt D liegt in der Ebene er und damit ale vier Punkt in einer Ebene.

2.1.2 Trapezformigkeit des Sprungtuchs 3,0 Punkte
e Nachweisder Parall€elitat (1,5P)
-18 -10
Fir AB =| 27|und DC =| 15| gilt AB =18 DC.
0 0

Dies bedeutet die Parallelitét der Seiten AB und DC .

e Nachweis desrechten Winkelsbei C (1,5P)
10 18
Wegen CD - CB =|-15|-|12|=180-180+0=0 gilt CD L CB.
0 -6
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2.2 PhaseB
2.2.1 Auftreffpunkt auf dem Tuch 3,5 Punkte
24 -3 0
Gegeben ist die Flugkurve mit der Gleichung x = |14 | +t-| 4| +t*>.| 0] (t=0).
40 2 -5
3
Diese Flugkurve wird mit der Ebeneer: | 2 | - x — 410 = 0 geschnitten:
13
3 3 -3 0
2 ||| 2 [+t| 4|+t*-| 0||-410=0
13) (13 2 -5

< 620+ 25t —65t2—410=0
& 652 —25t = —210

& P-2t= -2
o Bre g sy
o g
o t=-2 v t=2

Nur die positive Lsung t = 2 ist im Sachkontext relevant. Damit ergibt sich der Schnittpunk:

24 -3 0 18
t=|14|+2-| 4|+4-| 0|=|22| oder T(18]|22|24).
40 2 -5 24
2.2.2 Abstand des Punkts T von der Auf3enwand 2,5 Punkte
-2
Gesucht ist der Abstand von T(18 | 22 | 24) zur AuRBenwandebenees: | 3 |-x—82=0 .
0

1. Moglichkeit: Verwendung der Abstandsformel
Als Punkt der Dachflache wird B(22 | 42 | 20) gewahit.

d(L,e) = ‘ﬁ"-ﬁ‘ = Fll"ﬁ'ﬁ‘

-2) (18 2

L sl 2] - a2l =2

Ji |l ofll2a) |2
1 52
_ ﬁ-|8—60+o| “IE - \/208 ~ 14,42 (m)

Die Entfernung des Auftreffpunkts von der Wand betrégt etwa 14,4 m.

N DN
|

|
w N
&
NN

(@)
[
]
o
N
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2. Moglichkeit: Verwendung der Lotgeradenmethode

18 -2
Lotgerade: 1: X =b +A-A=|22|+A-| 3
24 0
Der Schnitt mit der Ebene e ergibt:
-2 18 -2
3|22 |+4] 3]|-82=0«< -36+66+131-82=0< 1=4
0 24 0
18 -2 10
Fir den LotfuBpunkt L giltdann: I = | 22| +4-| 3|=|34
24 0 24

Damit ergibt sich fir den gesuchten Abstand:

18) (10 8
dT,e)=|LT |=||22|-|34]|| = || -12|| = /208 ~ 14,42 (m)
24) |24 0

Die Entfernung des Auftreffpunkts von der Wand betrégt etwa 14,4 m.

23 PhaseC
2.3.1 Gleichung der Geraden gund h 2,5 Punkte

z

Hotel Adler Hotel Beluga

~ gprungtuch e

________________
S

e Gleichung der Geradeng (0,5P) B

18
Geradengleichungg: X = | 43| + A4 -

0

Aufpunkt: M(18|43|35) ; Richtung: {O parallel zur z-Achse

0

0
35 1
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e Gleichung der Geradenh (2,0P)

Punkte: B’(22|42|35) (der Punkt B wird auf die Haushdhe 35 angehoben)
C'(4|30]35) (der Punkt C wird auf die Haushdhe 35 angehoben)

-18 -3
Richtung: B'C' =|-12| ; wahlel = | -2
0 0
22 -3
Geradengleichungh: X =42 | +u-| -2
35 0
2.3.2 Ausschalten der Sirene h 2,5 Punkte

e Beschreibung eines Verfahrens

» Ansatz fir den Punkts (18 |43 |35+ )
Dabei ist s die gesuchte oberhalb des Dachs.

= Gerade TS, die den Schuss beschreibt:

18 0
TS x=tT+4-TS=|22|+41-| 21
24 11+s

» Die gesuchte Mindesthdhe s ergibt sich, wenn TS die Dachkante h sc:,hnei det: -

22 -3
h: X=[42|+u-|-2
35 0

= Durch Gleichsetzen ergibt sich ein Gleichungssystem, aus dem sich neben den Pa-
rameterwerten A4 und u auch die gesuchte Hohe s berechnen l&sst.

e Rechnung: (gemal3 Aufgabenstellung aber nicht verlangt)
Gleichsetzen der Gleichungen von TSund h ergibt:

18 0 22 -3 0 3 4
2| +4-| 21 |=|4|+u|2| & 4| 20 |+u-|2]|=|20
24 11+s 35 0 11+s 0 11

3u=4) ()

= 212 +2u =201 (I
@1+ 4+ =11) (1)
L 6sung des Gleichungssystems:
= Aus(l) ergibtsich: u= % .
» Eingesetztin (1) erhdt man: A= % .
= Mit diesem Wert folgt aus (I11): s= 2 ~ 2,33 (m)
Die Sirene muss mindestens 2,33 m lber der Dachfléche befestigt sein.
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2.4  Oktaeder von Singapur

2.4.1 Koordinaten der PunkteK und J X3 3,0 Punkte
Fir die Seitenlange sin dem gleichseitigen Dreieck FGK
mit der Seitenlange 2 gilt (nach Formelsammlung oder
Anwendung Satzes des Pythagoras):

s=+3.
Anwendung des Satzes von Pythagoras auf des Dreieck E
OMK ergibt:
W+1’=¢ o WP+1=3 & W¥=2 < h=42 X
Damit ergeben sich die Punkte K(0|0| ~/2) und aus Symmetriegriinden J(0|0 | —/2).
2.4.2 Karatzahl des Oktaeders 3,5 Punkte

o Vektorielle Volumenberechnung (2,5P)
Fir das Volumenen der Pyramides EFGHK bzw. des Oktaeders gilt:

0) (-2 -1 0) (-1
VPyramide:%'I(ﬁfxm)~§<|:%~ 21x| 0] 1 :%. ol 1
0 0 \/E 4 \/E

42 =22

3
Vortaeder = 2 Viyramize = 5 V2 ~ 3,7712 (cm?)

wlr

Elementargeometrische Alternative:
Es handelt sich um ein Oktaeder mit der Seitenlange a = 2. Geméal3 Formelsammlung
ergibt sich:

Vorese = s V2 -a°= 242 -8~ 37712 (cm?)

e Masse des Oktaeders (1,0P)

Die Masse des Oktaeders von Singapur betragt: 3,7712 cm®- 3,5 g/cm3~ 1329 .

1829 _ oo

Umrechnung in Karat: 029

Der Diamant besitzt eine Masse von 66 Karat.
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Aufgabe 3
WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Die fol glende Aufgabe befasst sich mit der Entstehung und der Verbreitung des Lottospiels in
Europa.

3.1 DieEntstehung des Lottospiels geht zurtick auf die genuesische Senatorenwahl, die 1575
nach einem Staatsstreich eingefiihrt wurde. Funf Plétze im Grol3en Rat der Stadt Genua
wurden stets aus einer Liste mit 90 Burgern ausgel ost.

Auf der Liste des Jahres 1650 stehen 36 Burger, die des Lesens nicht méchtig sind.
Weiter ist bekannt, dass 63 der mdglichen zukiinftigen Ratsmitglieder nicht an das ko-
pernikanische Weltbild glauben, darunter 33 Ratsmitglieder, die nicht lesen kénnen.

3.1.1 Erstellen Sieeine Vierfeldertafel der absoluten Haufigkeiten fur die Burgerliste des Jah-
res 1650. Verwenden Sie dabei die folgenden Bezeichnungen:
L: ,Ein zufdlig ausgewahlter Burger kann lesen.”
K: , Ein zuféllig ausgewahlter Blrger glaubt an das kopernikanische Welthild.”

3.1.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafUr, dass

3.1.2.1 en zuféllig ausgewahlter Burger lesen kann oder an das kopernikanische Welt-
bild glaubt.

3.1.2.2 unter den Lesekundigen ein Birger ausgewahlt wird, der nicht an das koperni-
kanische Weltbild glaubt.

3.2 Im Folgenden geht es um die Zusammensetzung des Rates des Jahres 1650.

3.2.1 Bestimmen Sie die Anzahl der Moglichkeiten, funf Ratsmitglieder per Los aus einer
Liste mit 90 Brgern auszuwahlen.

3.2.2 Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass sich unter den finf ausgel osten Ratsmitglie-
dern keine Anal phabeten befinden.

3.3 Aus Wetten darauf, welche der 90 Blrger in den Senatorenstand erhoben werden, hat
sich Uber die Jahre eine Lotterie entwickelt, die sich schliefdlich in ganz Europa verbrei-
tete. Bel dieser genuesischen Lotterie wurden aus 90 Losnummern funf Gewinnzahlen
gezogen. Die Teilnehmer konnten dabei zwischen drei Spielvarianten wahlen:

Ausgangsvariante:  Ankreuzen lediglich einer Zahl. Dies brachte das Funfzehnfache
des Einsatzes, sofern diese Zahl eine der finf gezogenen Zahlen
war.

Variante,,Ambe*: Ankreuzen zweier Zahlen. Dies brachte das 270-fache des Einsat-
zes, sofern beide Zahlen unter den fUnf gezogenen Zahlen waren.

Variante, Terne*:  Ankreuzen dreier Zahlen. Dies brachte das 5200-fache des Einsat-
zes, sofern alle drel Zahlen unter den finf gezogenen Zahlen wa-
ren.

3.3.1 Berechnen Sie die Gewinnwahrscheinlichkeit fir die Ausgangsvariante und erldutern

Sie lhr verwendetes Modell.

3.3.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, bei der Variante , Terne* genau zwel Richtige zu
tippen.

! Biichter, A., Henn, H.-W.: Elementare Stochastik. Springer-Verlag, Heidelberg 2007, S. 272-275



E-Kurs Haupttermin 2015 17

3.3.3 In Genua spielten im Jahr 1650 zahlreiche Personen die Variante , Ambe".

34

2

Die Gewinnwahrscheinlichkeit dieser Variante betragt p = o1

3.3.3.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass keiner von 100 Spielern bel der
Variante ,, Ambe" gewonnen hat.

3.3.3.2 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens einer aber hochstens
drei von 100 Spielern bei der Variante , Ambe" gewonnen haben.

3.3.3.3 Berechnen Sie, ab welcher Anzahl von Spielern die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass mindestens einer der Spieler bei der Variante ,Ambe‘ gewinnt, grél3er als
50 Prozent ist.

Um die leeren preufldischen Kassen nach dem Siebenjdhrigen Krieg (1756-1763) wieder
aufzufillen, plante Friedrich der Grof3e gemeinsam mit dem berihmten Mathematiker
Leonard Euler die Einfuhrung der genuesischen Lotterie in der Variante ,, Ambe"*, wobel
jeder Lottotipp einen Reichstaler kosten sollte.

Die Zufallsgrofie X beschreibt den Reingewinn des Staates pro L ottotipp.

Berechnen Sie den Erwartungswert sowie die Varianz der ZufallsgrofRe X fur die Spiel-
variante ,Ambe".

Entscheiden Sie begriindet, ob eine solche Lotterie die preuldische Haushaltslage nach-
haltig verbessern konnte.
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Losungen

31 Genuesische Senator enwahl

311 Vierfeldertafels 2,5 Punkte

K: , Ein zufélig ausgewahlter Burger kann lesen.”
L: , Ein zuféllig ausgewdahiter Burger glaubt an das kopernikanische Welthild.*

K K p)
24 30 54
L 3 33 36
27 63 90
3.1.2.1 Berechnungeiner Oder-Wahrscheinlichkeit 1,0 Punkte
- K)+P(L UK)= 24 4 30 , 57 _ 649 _ oo
PLUK)=P(LUK)+P(LuU K)+P(L UK)= ot To - 10 ~ 63,33%
3.1.2.2 Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit 2,0 Punkte
Bedingung: Lesekundig
[KnLl _ 30 _ 0
PL(K)= B ~ 55,56 %
3.2 Zusammensetzung des Rates des Jahres 1650
3.21  Auswahl von 5 Ratsmitgliedern 1,0 Punkte

90
Anzahl der 5-elementige Teilmengen: | Q | = ( 5j =43 949 258

3.22 Keine Analphabeten unter den ausgelosten Ratsmitgliedern 2,0 Punkte
E: Unter den flnf ausgelosten Ratsmitglieder befinden sich keine Anal phabeten

36 54
Esqilt: |[E|= [o] . (0) =3162 510

|E| _ 3162510

= ==~ 0,
P(E) Q] 43949268 7,2%
33 Genuesische L otterie
331  Auswahl von 5 Ratsmitgliedern 2,5 Punkte

A: Gewinn bel der Ausgangsvariante: Ankreuzen (Auswahlen) nur einer Zahl
Es gibt insgesamt 90 mégliche Zahlen, davon sind 5 glnstig.

Daher gilt: P(A) = {5 = 9—% ~ 55,5 %

Verwendetes Modell: Laplace-Experiment
DO _s

. _Wlo) 5 _ o
Alternative: P(A) [90] 0 55,5 %
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332

333

3331

3332

3.3.33

34

Genau zwei Richtige bei der Variante Terne 1,5 Punkte
B: Genau zwei Richtige bei der Variante Terne: (Auswahl von drei Zahlen)
Bl
2)\1) _ 850
[90] 117480
3

P(B) = ~0,7 %

Gewinnvariante Ambe
Interpretation as Bernoulli-Kette mit Treffer X: Anzahl der Gewinner

Bernoulli-Kette der Lange n = 100 mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 871

Keiner gewinnt 1,5 Punkte

P(X=0) =B(100; 22 ; 0) = (1(’0} ()0 (121902 (199)10 . 07788 = 77,88%

Mindestens einer aber hochstensdrei gewinnen 3,0 Punkte
PA<X<3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)

100 799 100 799 799
=) G G [T G G ) o ()
~ 0,19494 + 0,02416 + 0,00198 = 0,2211 = 22,11%
Berechnung der Kettenlange 3,0 Punkte

P(X>1)>0,5 < 1-P(X=0)>0,5
& —P(X=0)>-05 |-(-1)

& P(X=0)<05
799

< (801 | In

o nln(%)<ln(o,5) | 1In(£32) <0
In(0,5)

< > —
INgon)

& n> 277,26

Die Anzahl der Spieler muss mindestens 278 betragen.

Erwartungswert und Varianz 5,0 Punkte
Die Zufallsgrofie X beschreibt den Reingewinn des Staates.
o Wahrscheinlichkeitsverteilung von X (1,0 P)

X —269 1
P(X = X) = =
X -P(X=Xx) —% %
X -P(X=x| ‘oz | B
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e Erwartungswert von X (1,0P)

538 799 261 29
=2 4 == ==y
E(X) 801 801 801 89 0,326

e Varianzvon X (2,0P)

2 144722 799 145521
= + = =
E(x ) 801 801 801

Var(X) = E(X%) - E(X)° = X222 — (22 )= oy ~ 18157

e Entscheidung (1,0P)

Der Erwartungswert ist ein positiver Wert, daher wird der Staat auf lange Sicht hin
profitieren.
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Aufgabe 1
- . 2-eX
1 Gegeben ist die Funktion f: D, - R ; Xi> —.
1+e

1.1  Geben Sie die maximale Definitionsmenge von f sowie y-Achsenabschnitt des Graphen
von fan.

1.2  Bestimmen Sie Iirp f (x) und erldutern Sie die geometrische Bedeutung dieses Grenz-
wertes fir den Verlauf des Graphen von f.

1.3 Begriinden Sie, dass sich der Graph von f flir x—>+oo der Geraden mit der Gleichung y =2
asymptotisch nahert.

1.4 Bestimmen Sie einen Term der ersten Ableitung f ' der Funktion f . Untersuchen Sie das
Monotonieverhalten von f und begriinden Sie, dass die Funktion f umkehrbar ist.

.aX
(Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: f'(x) :z—e).
(1+eX)2
1.5 Die Abbildung 1 zeigt einen Ausschnitt des Graphen der Ableitungsfunktion f ' der Funk-
tion f.
Ay
El= Gf'
// \\
//// \\
Abbildung 1: Graph der Ableitungsfunktion 7’ von f

1.5.1 Bestimmen Sie den Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f’ und der x-Achse
Uber dem Intervall [-1 ; 0].

1.5.2 Prifen Sie, ob der sich ins Unendliche erstreckenden Flache zwischen dem Graphen von
f " und der x-Achse iber dem Intervall ]— ; 0] ein endlicher Inhalt zugeordnet werden
kann und geben Sie diesen gegebenenfalls an.

1.5.3 Begriinden Sie anhand des Graphen der Ableitungsfunktion f ' aus Abbildung 1, dass der
Graph der Funktion f genau einen Wendepunkt besitzt, und geben Sie dessen Koordina-
ten an.

1.6  Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f unter Beachtung aller bisher nachgewiesenen
Eigenschaften in einem geeigneten Koordinatensystem.

1.7 Gegeben sei bei festem ce R eine Funktion h: R — IR, fir die h(x) = ¢ — h(=x) fiir

alle xe IR gilt und die Uber R differenzierbar ist. Weisen Sie nach, dass der Graph der
Ableitungsfunktion h’ achsensymmetrisch beztglich der y-Achse ist.
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2.1

2.2

3.2

3.3

Die Funktion f aus Aufgabe 1. beschreibt in einem vereinfachten mathematischen Mo-
dell den Steigflug eines Wetterballons.

Durch die Variable x wird die Zeit erfasst. 1 Langeneinheit (LE) auf der x-Achse ent-
spricht dabei drei Minuten. Die Modellierung gilt fur x > —4. Der Funktionswert f (x)
gibt die Hohe des Ballons an. 1 Langeneinheit auf der y-Achse entspricht dabei 5000m.

Zum Beobachtungszeitpunkt x = 0 befindet sich der Ballon auf einer Hohe von 5000m
Uber Niveau des Meeresspiegels (NN).

Der Ballon startete von einer Anhthe 180 m tber NN. Berechnen Sie die Zeit, die seit
dem Start bis zum Beobachtungszeitpunkt x = 0 vergangen ist.

In diesem Modell kann der Ballon eine bestimmte Hoéhe nicht Gbersteigen. Geben Sie
diese Hohe an und begriinden Sie kurz Ihre Antwort.

6

Bestimmen Sie den Wert von - J' f'(x)dx und interpretieren Sie diesen Wert im Sach-
24

kontext.

X
2—a-X

Gegeben ist die Schar der Funktionen ga: Dpax >R ; X In( ) mit a > 0.

Bestimmen Sie die maximale Definitionsmenge und die Nullstelle von g, in Abhéngig-
keit von a.

Bestimmen Sie den Wert des Parameters a so, dass die zugehdrige Funktion g, die Um-
kehrfunktion der Funktion f aus Aufgabe 1 ist.

Die nebenstehende Abbildung 2 zeigt den Gra-

phen der Funktion g der Funktionenschar aus J
Aufgabe 3. *i
Die Tangente, die an einer bestimmten Stelle xg at

an den Graphen der Funktion g; gelegt wird,
begrenzt zusammen mit der positiven x-Achse
und der negativen y-Achse ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen auf der y-Achse liegende Ka-
thete doppelt so lang ist wie die Kathete, die

] 1 0 1 2 3 X
auf der x-Achse liegt. A
Beschreiben Sie, ohne Rechnung, ein Verfah-
ren, wie man die hierzu passende Stelle xg auf- 21

finden kann.

Abbildung 2: Graph der Funktion g;
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11

1.2

13

14

151

152

153

Losungen

Funktion f

.eX
Gegeben ist die Funktion f: D, — R ; X 2:€

= Irex

Definitionsmenge und y-Achsenabschnitt 2,0 Punkte
Maximale Definitionsmenge: Dyax = R (2-€*> 0 fiir alle xe R)

2-¢0

1+e0

Grenzwert fir X - —0 2,5 Punkte

1

1+eX
-0 l.

y-Achsenabschnitt: f(0) = =1

lim f(x) = lim(2e* - ) =0" ("= 0" filr x > —0)
X—>—00 X—>—0 e —

Der Graph von f n&hert sich fiir x — —oo asymptotisch (von oben) an die x-Achse an.
Anngherungany = 2 flr x > +o 2,0 Punkte

.aX
lim f(x) = lim 2% = |im =2 =2 =2

X—>+00 x—+w 1+ eX X—>+00 i-i—l

eX

L)

2

Alternative: Eine Polynomdivision ergibt: 2e*: (" + 1) =2 - i1

. T 2 _ _
Jim £(x) = lim(2-577)=2-0=2
—0

Ableitung, M onotonie und Umkehrbarkeit 5,0 Punkte
e Ableitung (2,0 P)
v 28X (1+eX)—2eXeX  9px
P = e " @oy
e Monotonie (2,0 P)
Es gilt f'(x) >0 fir alle xe R, d.h. f ist streng monoton wachsend in R .

e Umkehrbarkeit (1,0P)
Da f streng monoton wachsend auf R ist, folgt die Umkehrbarkeit.

Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von f' und der x-Achse 3,0 Punkte

J‘j Foek=[ 10910 =[ 25 = () (25 ) ~0se2

Inhalt der sich ins Unendliche erstreckenden Flache 4,0 Punkte

e , . : , . 2.ex 0 . 2-eZ
j f'(x)dx = Z|Lrpw j'f (x)dx | = lim [1+exl = lim (1—1+ez) =1

—0
nach 1.2
Die ins Unendliche reichende Flache besitzt ein endliches Mal3, ndmlich 1 (FE).
Genau ein Wendepunkt 2,5 Punkte
Der Graph der Ableitungsfunktion f' hat genau ein Extremum an der Stelle 0, d.h. die
Stelle 0 ist Wendestelle des Graphen der Funktion f .

Wendepunkt: W(0 | 1)
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16

17

2.1

2.2

Graph der Funktion f 3,0 Punkte

Symmetrie der Funktion h 2,5Punkte
Fur alle xe R gilt:

h(x) = ¢ — h(-X) | Ableiten

h'(X) =0—-h'(=x) - (-1)  (Kettenregel auf der rechten Seite beachten)

h'(X) = h'(-x)
Dies bedeutet, dass die Ableitungsfunktion h’ symmetrisch zur y-Achse ist.

Steigflug eines Wetter ballons

.aX
Betrachtet wird weiter die Funktion mit der Gleichung f(x) = % .
Zeit fur 180 m tber NN und maximale Hohe 6,0 Punkte
e Start (45P)
180 m Uber NN entsprechen 180 : 5000 = 0,306 Langeneinheiten.
2-eX
Bedingung:  f(x)=0,36 < ﬁ =0,036 | - (1+¢€9
o 2¢*=0,036 + 0,036 ¢ | — 0,036 €*
< 1,964 ¢*=0,036 | 11,64
= e*~0,0183 | In
& X~—4

Dies entspricht einer Zeit von etwa 12 Minuten (1 Langeneinheit auf der x-Achse
entspricht drei Minuten.)

e Maximale H6he (1,5P)
Der Graph der Funktion f ndhert sich asymptotisch der Parallelen zur x-Achse mit der
Gleichung y = 2, d.h. in diesem Modell ist die Flugh6he auf 10 000 m begrenzt.

Wert des angegebenen Integralsund Interpretation 4,0 Punkte

8 4
1 1 4 _ 1 [2eX7*_ 1 [(2€* 2.¢6
L t9dx = L[ f(x =—-[—} :_-[( )_( ) ~0,1959
10 J; ( ) 10 [ ()]76 10 [ 1+eX |4 10 1+e? 1+e6 .

_ A 5000 m m
Umrechnung des Zahlenwertes: 0,1959 = 0,1959 - — ~ 3265 —
3min min

Mathematische Interpretation: Mittelwert von f' Gber dem Intervall [-6 ; 4]

Interpretation im Sachzusammenhang: mittlere Steiggeschwindigkeit in [-6 ; 4]
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3. Steigflug eines Wetter ballons

Betrachtet wird die Funktionenschar mit der Gleichung ga(x):ln( X' ) mit a> 0.

2—ax
3.1 Maximale Definitionsmenge und Nullstellein Abhangigkeit von a 6,5 Punkte

e Maximale Definitionsmenge (4,5 P)
Bedingung: >0 < (x>0 A 2-ax>0) v (x<0 A 2-ax<0)

X
2—ax
<& X>0 A —ax>-2) v (X<0 A —ax<-=2) |:(-a)<0

< (x>0 A x<§) v (x<0/\x>§)

unerfiillbar

Damit folgt: Dmax =105 21 .

Alternative: Nullstelle des Bruchterms: 0 (mit Vzw.)
Polstelle des Bruchterms: 2 (mit Vzw.)

Damit lasst sich folgende Vorzeichentabelle erstellen:

2 . 1
X ‘ 0 2 Testwert: Stelle =
1
BX) | - 0 o+ - a_ -1,
mit mit 2_a% a

Auch hier folgt fir die maximale Definitionsmenge: Dmax =10 ; %[
e Nullstelle (2,0P)

_ X\ - X _
0.(X) =0 In(2—a-x) =0 ax -
S x=2-aXx < (l+ax=2 < x= 2
l1+a
3.2 Bestimmungeines Wertesfir den Parameter a 3,0 Punkte

Ein Punkt des Graphen von fist z.B. P(0 | 1).
Ein Punkt des Graphen der Umkehrfunktion ist dann P(1| 0) . (x- und y-Koordinate vertauscht)

Eine Punktprobe flr P inder Gleichung von g, ergibt:

_ 1) _ 1 _ L _
0(1) =0 < '”(fa)‘o‘i’fa‘l‘:’l‘z ao a=1

Alternative: Die Wertemenge der Funktion faus 1. ist W=1]0; 2[. (vgl. z.B. Graph in 1.6)
: . : —1n- 2
Die Definitionsmenge von gaistD =]0; ~[.
Sind f und g, Umkehrfunktionen, so mussen D und W Ubereinstimmen.
Dies ist fur a=1 der Fall.

Weitere Mdglichkeit: Term der Umkehrfunktion bestimmen.
Termvergleich fuhrt zu a = 1.
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3.3 Auffinden einer passenden Stelle xg

Eine mdgliche Vorgehensweise kdnnte wie folgt lauten:

1. Tangentengleichung aufstellen.

2. y-Achsenabschnitt der Tangente bestimmen.
(Punkt Y(0 | yo) )

3. Nullstelle der Tangente bestimmen.
(Punkt N(xo | 0) )
4. Xg berechnen aus dem Ansatz: (-2) - Xo=VYo .

Alternative: Aus dem Ansatz g, (x,) = tan(a) =2

die Beriihrstelle xg berechnen.

(Dabei das Langenverhaltnis der
Katheten ausnitzen.)

3,0 Punkte
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Zur Brandbekampfung und Personenrettung setzt die Feuerwehr unter anderem das Fahrzeug
DLK 23-12 mit ausfahrbarer Drehleiter ein. Die Leiter sitzt auf einem Drehkranz, der zwei
Meter Uber dem Boden auf dem Lastwagen montiert ist.

In der mathematischen Modellierung liegt der Ursprung des verwendeten K oordinatensystems
in der Position L des Drehkranzes. Die y-Achse zeigt in Fahrtrichtung, die x-Achse zeigt senk-
recht zur Fahrtrichtung in Richtung Beifahrerseite und die z-Achse zeigt senkrecht nach oben
(siehe Abbildung 1; 1 LE = 1 m).

Abbildung 1: Das verwendete Koordinatensystem Abbildung 2: Zur Bezeichnung DLK 23-12

1. Bei der Normbezeichnung DLK 23-12 steht DLK fir ,,Drehleiter mit Korb* und ,,23-12¢
fUr eine Nennrettungshohe Uber Bodenniveau von 23 Metern, wenn die Drehleiter voll
ausgefahren und der Drehkranz der Drehleiter 12 Meter vom Gebaude entfernt ist (siehe
Abbildung 2).

11 Begrinden Sie, dass der Punkt N;(12 | 0 | 21) einer der Punkte ist, die mit der Drehleiter
erreichbar sind, und berechnen Sie den zugehodrigen Aufstellwinkel der Drehleiter
(Winkel zwischen der Leiter und der Horizontal ebene).

1.2 Geben Sie zwel weitere Punkte N, und N3 an, die bei gleichem Aufstellwinkel und glei-
cher Leiterlange erreichbar sind.

1.3 Beschreiben Sie die Lage aller Punkte, die bei fester Leiterlange und festem Aufstell-
winkel bei Rotation des Drehkranzes erreicht werden konnen.
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21

31

3.2

3.3

34

34.1

34.2

Bei einem Wohnhausbrand mit Menschenrettung wird das Fahrzeug mit der Drehleiter
parallel zum Haus in Stellung gebracht. Die Hausfront befindet sich also auf der Beifah-
rerseite.

In der dritten Etage macht sich eine Person an einem Fenster bemerkbar. Zur Personen-
rettung wird der Korb der Drehleiter zum Punkt F(10 | 5 | 10) gefahren.

Begriinden Sie, dass die Leiter in diesem Fall durch eine Strecke beschrieben werden

0 2
kann, die auf der Geraden|: x = | 0| + x- | 1| liegt. Fiir welchen Wertebereich von u
0 2

wird die Leiter in diesem Fall beschrieben?
Berechnen Sie die Lange, auf die die Leiter in diesem Fall ausgefahren wurde.

Das brennende Haus besitzt ein Walmdach. Die der Stral3e zugewandte Flache des
Walmdaches ist gleichschenklig trapezférmig und hat die Eckpunkte D;(10 | 6 | 13),
D2(10 | -4 13), D3(15|—1| 16) und D4(15 | 3| 16).

Aus dieser Dachfléche dringt Rauch.

Erstellen Sie eine Gleichung der Ebene e, die die Dachflache enthdlt, in Koordinaten-
form (zur Kontrolle: ep: —3x; + 5x3 = 35).

Berechnen Sie den Flécheninhalt der der Stral3e zugewandten Flache des Walmdaches.
WievieleLiter Loschschaum sind notwendig, um die Dachflache mit einer 10 cm dicken
Schaumschicht zu bedecken?

Zur weiteren Untersuchung des Dachstuhls sollen einige Ziegel abgedeckt werden. Der
Fihrer des L 6schzuges beobachtet die Arbeiten von der Stral3enebene aus.

Beschreiben Sie ein Vorgehen, mit dem im mathematischen Modell der Abstand von
der Hausfront herausgefunden werden kann, in den sich der Ldschzugfthrer mindestens
zu begeben hat, um Blick auf die Dachflache zu erhalten.

Von einem Dachsténder aus verlauft eine elektrische Leitung entlang der Geraden

14 -10
g X=|7|+0v-| -2| zum Dach des gegentiberliegenden Hauses.
17 1

Um sich einen genaueren Uberblick tiber den Dachstuhlbrand zu verschaffen, wird eine
Drohne eingesetzt. Die Drohne fliegt zunéachst entlang der Geraden

-16 4
d x=|-10| +4-|3]. Uberpriifen Sie, ob die Drohne die elektrische Leitung ohne
-2 4

weitere Flugmandver passieren kann.

Der Korb der Feuerwehrleiter wird hochgefahren, so dass sich der Kopf des darin ste-
henden Feuerwehrmannes im Punkt K(4 | 4,5 | 17) befindet. Uberprifen Sie, ob in der
Position K des Kopfes der Sicherheitsabstand von 1,5 Meter zur elektrischen Leitung
eingehalten wird.
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Losungen
1 Drehleiter
1.1 Punkt N; und Aufstellwinkel der Drehleiter 3,0 Punkte
e Punkt N; (1,5P)
Um von der Position des Drehkranzes ( Punkt L(O| 0| 0) ) zum Punkt N1(12 | 0| 21)
zu gelangen, muss man sich 12m in x;-Richtung und 21m in xs-Richtung bewegen.
Der Punkt N; liegt 23m tber Bodenniveau und ist folglich erreichbar.

e Winkel (1,5P)
Esgilt: tan(a) = 2. Hierausfolgt o~ 60,26° .

1.2 Waetereerreichbare Punkte 1,0 Punkte
Weitere Punkt sind z.B.: N»(0|12]21) und N3(-12|0]21)

1.3 Lagealler Punkte 1,0 Punkte
Alle Punkte, die bei fester Leiterlange und festem Aufstellwinkel erreichbar sind, lie-
gen auf einem Krels.

2. Wohnungsbrand

2.1 Geradengleichung und Parameterbereich 2,5 Punkte

10 2
Richtungsvektoren: LF = f —1 =| 5| ; wahlel =|1
10 2
0
Damitfolgt: |: x = | 0| + x-
0
Passender Wertebereich: u € [0; 5]

2.2 Langeder Leiter 1,0 Punkte
d=|LF |= V10 +5*+10? =15
Die Leiter hat hier eine Lange von 15 m.

3. Walmdach

3.1 Gleichungder Ebeneep in Koordinatenform 3,5 Punkte

0 0
— Richtungsvektoren: D,D, = | -10| ; wahled =| 1
0 0

5 5

DD, =|-3| ; wélev=|-3

3 3
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3 -3
— Normalenvektor: G xv=| 0| ; wahlen=| O
-5 5
-3 10
— Punktnormalengleichung: e: A-(x-d)=0< | 0| -[x-|6]=0
5 13
-3
— Allgemeine Normalengleichung: ep: 0|- x-35=0
5
— Koordinatengleichung: e —3X1+5x%-35=0
3.2 Trapezformige Flache des Daches 4,0 Punkte
Das Trapezes kann gemal3 der Abbildung N o
zu einem Parallelogramm ergénzt werden. B
w(A) =1(b,b, + b,b,) x DD, |- % / \\\ \
0 0 5 '
=2/ |-10|+| -4]| |x| -3 o
0 0 3
0 5 42
=Z-||-14|x|-8||=3-| 0||=3 6664 =3 14/34 ~40,82
0 3 70

Firr das Schaumvolumen gilt: V = Grundflache - Hohe = 40,82 - 0,1 = 4,082 (m®)
Man bendtigt ca. 4082 Liter Schaum.

Alternative: Die Trapezflache kann auch als Summe zweler Drelecksfl&chen berechnet
werden, z.B. durch: p(A)=|D,D, x DD, | + | D,D, x D,D, |.
(Nachteil: Es mussen zwei V ektorprodukte berechnet werden.)

3.3 Abstand von der Hausfront 2,5 Punkte
Maogliche Vorgehenweise:

= Man bildet den Schnitt der Dachebene mit der Parallelebene zur StralRenebene
in Augenhohe des L dschzugfthrers.

= Anschlief3end bestimmt man den Abstand d der entstandenen Schnittgerade von
der Hausfront. d ist der Mindestabstand.
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34 Waelitere Untersuchung des Dachstuhls

14 -10
Die Elektrische Leitung verlauft entlang der Geradeng: x = | 7 | +v- | -2
17 1
3.4.1 Flugbahn der Drohne 3,5 Punkte
-16 4
Flugrichtung der Drohne entlang der Geraden: d: x = | -10| + A- | 3|.
-2 4
Ansatz: Schnitt der Geraden g mit der Geraden d
-16 4 14 -10 42 +10v =30 ()
10| +A-|3| =|7|+Vv-|-2| 31+ 2v=17] (1)
-2 4 17 1 42— v =19 ) (llN)

Losung des Systems: (1) + 2(111): 111=55 << A=5
in(lll): 20-ov =19 < v =1
Probein(l): 4-5+10-1=30
Das Gleichungssystem ist |dsbar, es gibt einen Schnittpunkt der beiden Geraden.
Im Sachzusammenhang bedeutet dies, dass die Drohne bei Beibehaltung des Kurses die
Leitung nicht passieren kann.

3.4.2 Sicherheitsabstand 3,0 Punkte
Gesucht ist der Abstand des Punktes K(4 | 4,5 | 17) von der Geraden g entlang der elek-
trischen Leitung.

1. Mdglichkeit: Berechnung tber das L otful3punktverfahren
a) Hilfsebeneemit Peeunde L g:

-10 4 14
e | —2||x-|45||=0= | 7| -x+32=0
1 17 17

b) Lotful3punktberechnung
Durch Einsetzen der rechten Seite der Gleichung von g ergibt sich:

~10) [(14 10
2| || 7 |+v| —2||+32=0 & -137+105v +32=0 & v =1
1 17 1
14 -10 4
Damitfolgt: | =| 7 |[+1-| -2 |=| 5| ; L(3|25]5)
17 1) (18
c) Abstand
4\ (4 0
Esgilt‘ﬁ‘: 5|-|45]||=|05| = 0+0,25+1 = \1,25 ~ 1,12 (LE)

18 17
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2. Moglichkeit: Verwendung der Abstandformel
Nach der Abstandsforme! gilt d(K, g) = | 0° x AK |= H1| 0 x AK .
Dabel ist U ein Richtungsvektor und Aq ein Punkt der Geraden g ist.

-10
= Fird=| -2|gilt]d|=+100+4+1 = +105.
1
» EinPunktvon gist z.B. der Aufpunkt Ag(14 | 7 | 17).
4 14 -10
Damit gilt AK ={45|-| 7 |=|-25
17 17 0
Nach der Abstandsformel ergibt sich damit:
-10 -10 2,5
d(K, g) = |u°x§|:$~ ~2 | x —2,05 :ﬁ- —;0 :%zmz(l_a

Interpretation im Sachkontext:
Der Abstand betragt etwa 112m. Damit wurde der Sicherheitsabstand unterschritten.



E-Kurs Nachtermin 2015

WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

Die Abbildung veranschaulicht den Aufbau
eines Sehtests, mit dessen Hilfe Uberprift 0 C o 0
werden kann, welche Sehschérfe der Pro-

band erreicht.

Bel dem Test sind sechs geschlitzte Kreis-
ringe, sogenannte Landolt-Ringe, waage-
recht nebeneinander angeordnet (im Fol-
genden Sechser zeilegenannt).

Die Offnungim Ring kann dabei nach oben,
unten, links oder rechts zeigen und wird
bei jedem Kreisring zufdlig festgelegt.
Nach unten hin nimmt die Grole der Ringe
mit jeder neuen Sechserzeile ab.

c0009CO

0OC
OO0COO
00COO0O
0O0O0CDO
C OO0 O O
O 0 C O C

Beim Test betrachtet eine Person die Anordnung der Ringe aus einem festen Abstand (5 m) und
auRert sich dann zu den Offnungsrichtungen der Ringe.

1

11
1.2

13

21

2.2

Im Folgenden wird die Konfigurierung einer Sechserzeile betrachtet.

Bestimmen Sie die Anzahl aler mdglichen Anordnungen zu einer Sechserzelle.
Wie viele Anordnungen gibt es, wenn benachbarte Ringe nicht in die gleiche Richtung
zeigen sollen?

Wie viele Anordnungen gibt es, wenn zwei der Ringe nach unten und die restlichen vier
nach links zeigen? Erlautern Sie Ihren Rechenansatz.

Ein Arzt fuhrt den Sehtest so durch, dass er von oben nach unten in jeder Sechserzeile je
einen Ring zuféllig auswahlt und die Testpersonen nach dessen Offnungsrichtung befragt.

Insgesamt besteht man den Test, wenn bei sieben abgefragten Ringen hochstens ein Feh-
ler gemacht wurde.

Zeigen Sie rechnerisch, dass man diesen Test durch willkurliches Raten nur mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 0,13 % besteht.

Ein Testteilnehmer kann die ersten vier Sechserzeilen mit seinen Augen noch sicher er-
kennen und beginnt erst ab der finften Zeile wahllos zu raten.

Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit er den Sehtest besteht.



E-Kurs Nachtermin 2015 35

3.1
3.2

3.3

34

4.1

4.2

Neben der Sehschéarfe kommt es beim
Autofahren auch darauf an, ob ein Fahrer
die in Verkehrszeichen und Ampeln auf-
tretenden Farben eindeutig erkennen kann.

Eine in diesem Zusammenhang bekannte
Sehschwéche ist die Rot-Grun-Blindheit,
be der Betroffene die Farben Rot und
Grin nur schwer voneinander unterschei-
den kdnnen.

In einer grof3 angelegten Studie wurden 600 Manner und 700 Frauen auf diese Art von
Sehschwéche untersucht. Die grof3e Mehrheit von 693 Frauen zeigte keinen auffélligen
Befund. Bel den Méannern waren 91,5 % ohne Anzeichen der Rot-Grin-Blindheit. In den
nachstehenden Teilaufgaben sind folgende Abkurzungen zu verwenden:

R =, Eine Person besitzt eine Rot-Grun-Blindheit.”

M =, Eine Person ist ménnlich.”
Stellen Sie die absoluten Haufigkeiten der Studie in einer Vierfeldertafel dar.

Eine Person wird zufallig ausgewahlt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Person rot-grin-blind ist.

Eine zuféllig ausgewahlte Person ist nicht rot-grin-blind. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit, dass diese Person mannlich ist.

Im Online-Lexikon Wikipediafindet sich unter dem Stichwort ,, Rot-Grun-Sehschwéache®
der folgende Textabschnitt:

» Rot-Grin-Sehschwache oder -Blindheit ist immer angeboren und verstarkt oder
vermindert sich nicht im Laufe der Zeit. Von ihr sind etwa 9 % aller Manner und
etwa 0,8 % der Frauen betroffen ..."

Zeigen Sie, dass die in 3.3 betrachtete Studie die Prozentangaben des Wikipedia-Artikels
naherungswei se bestétigt.

Die Daten aus Teilaufgabe 3.3 belegen, dass man bei willkirlicher Wahl einer Person
(beide Geschlechter zusammengefasst) mit einer Wahrscheinlichkeit von p =~ 4,5% eine
Rot-Griin-Sehschwéche findet.

Die Oberstufe eines Gymnasiums wird von 250 Schiler/innen besucht. Mit der Zufalls-
grole X sei nun die mogliche Anzahl der Personen mit einer Rot-Griin-Sehschwéche be-
zeichnet.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens eine Person aus den Ober-
stufenklassen von der Sehschwéche ,, Rot-Grin-Blindheit* betroffen ist.
Interpretieren Sie kurz Ihr Ergebnis.

Berechnen Sie den Erwartungswert sowie die Standardabweichung von X.
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1.2

13

2.2

Losungen

Konfigurierung einer Sechserzeile

Zahl aller mdglichen Anordnungen 1,5 Punkte
Anzahl der mdglichen Anordnungen zu einer Sechserzeile: 4° = 4096

Zahl der M 6glichkeiten, wenn benachbarte Ringe nicht in gleiche Rich- 2,0 Punkte
tung zeigen

Anzahl der Méglichkeiten: 4-3-3-3-3.3=4.3= 972
(4 Moglichkeiten fur den ersten Ring, jeweils 3 Mdglichkeiten fr die folgenden Ringe)

Zahl der Sechserreihen, bei denen 2 Ringe nach unten und dierestlichen 2,5Punkte
4 nach links zeigen

6 4
Anzahl der Moglichkeiten: (2) . (4) =15

Erlauterung: 2 von den 6 Platzen werden mit nach unten gedffneten Ringen besetzt,
die restlichen 4 Plétze sind mit nach links getffneten Ringen aufzufillen.

Sehtest
Bestehen des Tests durch willkirliches Raten 3,0 Punkte
Interpretation: Bernoullikette der Langen =7

Treffer T: Fehler mit der Wahrscheinlichkeit p = 3
P(T<1)=P(T=0)+P(T=1)
:[;]«§YW<§Y+(3.<§fw%f
~ 0,000061+ 0,001282 = 0,001343
Esgilt also P(T < 1) ~ 0,13%.
Raten erst ab der funften Zeile 3,5 Punkte

Interpretation: Bernoullikette der Langen =3
Treffer T: Fehler mit der Wahrscheinlichkeit p = %

P(T<1)=P(T=0)+P(T=1)
:[j]wif*c§f+[ﬂ~(§fw§f

~ 0,015625 + 0,140625 = 0,15625
Die Wahrscheinlichkeit den Sehtest zu bestehen betrégt ca. 15,6%.
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3.2

3.3

34

4.2

Rot-Grin-Blindheit

Vierfeldertafe 2,5 Punkte
M M ) M: , Person ist mannlich.”
R 51 7 58 R: , Person besitzt Rot-Griin-Blindheit.”
R 549 693 1242 Anzahl der Manner ohne Rot-Grin-
600 700 1300 Blindheit: 0,915 - 600 = 549
Wahrscheinlichkeit fir Rot-Griin-Blindheit 1,0 Punkte
_ 58 450
P(R) = 1300 ~45%
Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten 2,0 Punkte

Bedingung: Ausgewahlte Person ist nicht rot-grin-blind.
_ IMAR| _ 549

) = = ~ 0
(M) IR| 1242 4.2 %
Rot-Grin-Blindheit in Abhéngigkeit vom Geschlecht 2,0 Punkte
Rot-Grin-Blindheit bel Mannern
_ |IRNM| 51 o
Pu(R) = M 600 ~ 8,5 %
Rot-Grin-Blindheit bel Frauen
IROM| _ 7 _ 4
Ri(R) = IM| ~ 700 ~ ”

Somit bestétigen die Werte naherungswei se die Prozentangaben des Wikipedia-Artikels.

Ober stufe eines Gymnasiums

Mindestens eine Per son von Rot-Gr in-Blindheit betr offen 2,0 Punkte

Interpretation: Bernoullikette der Lange n = 250
Treffer T: Person mit Rot-Grin-Blindheit p = 0,045

PT>1)=1-P(T<1)=1-P(T=0)
250
= 1—( . j . 0,045° - 0,955%° ~ 1

Esist nahezu sicher eine Person anzutreffen, die rot-grin-blind ist.

Erwartungswert und Standar dabweichung 3,0 Punkte
Erwartungswert: E(X)=n-p=250-0,045=11,25
Standardabweichung: o(X) = \/n- p-(1- p) = /250-0,045.0,995 =~ 3,28
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Aufgabe 1
ANALYSIS

12

13

14

15
16

21

2.2

2.3

1
Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(x)=(x+4)-e 2" .
Geben Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion f an. Untersuchen Sief auf Null-
stellen und auf einfache Symmetrie.

Begriinden Sie mit Hilfe des Funktionsterms das Grenzwertverhalten der Funktion f fur
X — +oo und fUr X — —co.

Bestimmen Sie die Gleichung der ersten Ableitung von f .

1
Zur Kontrolle und weiteren V erwendung: f'(x)= (—% x-1).e 2" .

1
Zur weiteren Verwendung (ohne Nachweis): f"(x) = % x-e 2"

Untersuchen Sie rechnerisch den Graphen von f auf Extrempunkte (einschlief3lich ihrer
Art) und auf Wendepunkte.

Skizzieren Sie unter Berticksichtigung der bisherigen Ergebnisse den Graphen von f.

Die Tangente an den Graphen von f im Punkt (0 | 4) und die Koordinatenachsen schlie-
[3en eine Dreiecksflache ein. Berechnen Sie den Inhalt dieser Dreiecksflache.

In der Abbildung ist dasProfil der Startrampe einer Skaterbahn zu sehen (Langeneinheit 1m).
Der Verlauf des Profils zwischen den Punkten A(1]2) und E(3]0) soll durch eine Funk-
tion modelliert werden. Dabei soll das Profil bei E die gleiche Steigung haben wie die x-
Achse.

Ay

2

E
0 1 2 3 4

L
X

Architekt P.A. Rabel schlagt die Funktion mit der Gleichung p(x) = % (x—23)? vor.

Weisen Sie nach, dass diese Funktion eine geeignete Modellierung des Profilverlaufs
zwischen A und E im Sinne der oben genannten Anforderungen darstellt.

Architekt G.E. Rade schlagt vor, den Profilverlauf zwischen A und E geradlinig durch
eine lineare Funktion g zu modellieren. Bestimmen Sie eine Funktionsgleichung von g
und begriinden Sie, dass es sich nicht um eine geeignete Modellierung im Sinne der
oben genannten Anforderungen handelt.

Die Bahn wird nach dem Vorschlag des Architekten P.A. Rabel (aus 2.1) gebaut.

Die komplette vordere Seitenflache der Rampe (siehe schraffierter Teil der Abbildung)
soll einen Anstrich erhalten. Berechnen Sie den Inhalt dieser Fléche.

(Bei der Berechnung eines Integralsist eine Stammfunktion anzugeben.)
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3. Gegeben ist nebenstehender Graph Gt A
einer Funktion f.

G;

1 \ 2l
3.1 Eineder Abbildungen 1 bis 6 stellt den Graphen der Ableitungsfunktion f ' dar.

Geben Sie diese Abbildung an und begriinden Sie Ihre Wahl.

3.2.1 Eineder Abbildungen 1 bis 6 stellt den Graphen einer Stammfunktion von f dar.
Geben Sie diese Abbildung an und begriinden Sie Ihre Wahl.

3.2.1 Skizzieren Sie auf diesem Aufgabenblatt in diein 3.2.1 ausgewahlte Abbildung den
Graphen derjenigen Stammfunktion F von f mit der Eigenschaft F(0) = —1.

Abbildung 1: Abbildung 2: Abbildung 3:

A A A
y y y

1 l\\\\\\\
/ x> 1 x> 1 \ x>

Abbildung 4: Abbildung 5: Abbildung 6:

A A A
y y ¥

v
v
v
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Losungen

1 Untersuchung einer e-Funktion f
1
Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f (x) = (x+4)-e 2" .
1.1 Dmax, Nullstelleund Symmetrie 3,0 Punkte

e Maximale Definitionsmenge (0,5 P)
Dmax = R (Es gibt keine Einschrankungen beztglich des Funktionsterms).

e Nullstelle (1,0P)
fX)=0 & (x+4)- e o (x+4)=0 (e_%X e* >0firalexeR)
& X=-4
e Symmetrie (15P)
Es liegt keine einfache Symmetrie vor (vgl. z.B. die Lage der Nullstelle).
Alternative: Funktionswerte z.B. an den Stellen —1 und 1 vergleichen.

1.2 Grenzwerteflir x = o0 2,0 Punkte
1
lim (x) = Iim((x+4)- ezx) -
Vo

—00 +o0
1
lim f(x) = Iim((x+4)-e2x) -0" (dieeFunktion dominiert)
Vo

+00 o'
1.3 Abletung 2,0 Punkte

X “Ia 1 -1y 1 1,
f'(x)=1-e 27 +(x+4)-e 2 -(—5):(1—5x—2)-e 2 :(—Ex—l)-e 2

1.4 Extrem- und Wendepunkt 5,5 Punkte
e Extrempunkt (3,0P)
— Notwendige Bedingung:

1
() =0 (-2x-1)-e2" =0

= —%x—l =0 (e‘%* > 0 fir allexe R)
& X=-2 (mitVzw.)
— Hinreichende Bedingung:
Wegen f"(-2) = —%e < 0 liegt ein Hochpunkt vor.

Alternative: Vorzei chentabelle mit V orzeichenwechsel der Form + 0 —bel —2.
X \ -2
f'() | + 0 —
mit Vzw.
HP

— Angabe des Extrempunkts
Mit f(-2) = 2eergibt sich der Hochpunkt H(-2 | 2e).
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e \Wendepunkt (2,5P)
— Notwendige Bedingung:

f'(x) =0 %XZOQ X=0 (mitVzw.)

— Hinreichende Bedingung:
f" hat bei 0 einen Vorzeichenwechsel, somit liegt eine Wendestelle vor.

— Angabe des Extrempunkts:
Mit f(0) = 4 ergibt sich der Wendepunkt W(O | 4).
15 Graph y 2,0 Punkte
A
/ o 1\ t X
1.6 Tangentean den Graphen 2,0 Punkte

Gemal3 der allgemeinen Tangentengleichung ergibt sich fur die Tangentein P(O | 4):
tty=f'(0) - (x-0)+f(0)= -1-(x—-0)+4=—x+4

Nullstellevont: x=4

Inhalt der Dreiecksflache: pu(A) = % -4.4=8(FE) (sieheauch Abbildungin1.5)

Startrampe einer Skaterbahn
M odellierung mithilfe einer Par abel 2,0 Punkte

Fir pp) = 2 (x—=3)% gilt p'(x) =3-2-(x-3) =x-3.
= UberganginA: p(1) = % (1-3)*=2und
= UberganginE: p(3)=2 (3-3/°=0
= SteigunginE: p'(3)=3-3=0
Die Forderungen sind erflillt. Es handelt es sich um eine geeignete Modellierung.
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2.2 Geradlinige Verbindung 1,5 Punkte
. . _ yz - yl —_ 0-2 —
Steigung der gesuchten Geraden g: m= % “ 371 - -1
Ansatz fur die Geradengleichung: y=-x+n
Punktprobe fur den Punkt E(3|0): 0=-3+n < n=3
Gleichung der Geradeng: y=-x+3
Fir die Steigung von g gilt g'(3)=m=-1=0. Es liegt aso kein knickfreier Ubergang
zur x-Achse vor. Daher handelt es sich nicht um eine geeignete Modellierung.
2.3 Berechnung desFlacheninhalts 4,0 Punkte
Rechteckflache: pu(A))=1-2=2
. 2 3 3 3
Restflache: pu(Ay) = [+ (x-3)%dx = [3-(x-3Ydx=3-[3-(x=-3° | =+ (x-3],
1 1
_1 3 A_1 q_ 4
=< [0°-(2) ‘6'8‘5
Inhalt der Gesamtflache: u(As) + u(A)) =2+ 5 = 2 ~ 333 ()
3.1 Graph der Ableitungsfunktion 2,0 Punkte
Der gesuchte Graph befindet sich in Abbildung 3.
Begrindung: Nullstelle bei 2 und streng monoton fallend
3.2.1 Graph einer Stammfunktion 2,0 Punkte
Der gesuchte Graph befindet sich in Abbildung 4.
Begriindung: Extrempunkte O und 4, keine weiteren Extrempunkte
3.2.2 Skizze einer Stammfunktion mit der Eigenschaft F(0) = -1 2,0 Punkte

Anforderungen an die Skizze:

Der Punkt (O | -1), die Extremstellen, die Monotonie und der Verlauf unterhalb des ab-
gebildeten Graphen missen stimmen.



G-Kurs Haupttermin 2015

Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Eine Firma stellt moderne Tedlichthalter her. Sie haben die Form einer auf der Spitze stehen-
den Pyramide mit rechteckiger Grundflache, an deren Eckpunkten vier gleich lange Schnire
zum Aufhangen befestigt sind. Die Abbildung zeigt eine modellhafte Darstellung des Tee-
lichthalters mit Aufhangeschnren.

Es sind die Eckpunkte A(10 |0 | 10) , B(10| 14| 10), D(0| 0] 10) oy |

der Grundflache und die Spitze S5 | 7 | 0) der Pyramide sowie der K

Aufhangepunkt K(5 | 7 | 32) gegeben.
Die Langeneinheit betragt 1 cm.

4.1

4.2

Trine

Geben Sie die Koordinaten des Punktes C an.

Berechnen Sie die Lange der Aufhangeschnur KA und das Mak des Winkels zwischen
den Aufhangeschniren KA und KB.

Die Seitenflachen des Tedlichthalters bestehen aus buntem Gl as.

Stellen Sie eine Parametergleichung und eine Koordinatengleichung der Ebene e; auf, in
der die Seitenflache AB liegt.
Zur Kontrolle und weiteren Verwendung:  e1: 2x; —X3 = 10

Berechnen Sie den Inhalt der Seitenflache ASB.

Ein Teelicht wird auf einer rechteckigen glasernen Platte mit den Eckpunkten E, F, G und
H innerhalb des Halters abgestellt (siehe Abbildung). Diese Platte verlauft paralel zur
Grundfléche der Pyramide und befindet sich in halber Pyramidenhthe oberhalb der Spit-
zeS

Begrunden Sie, dass x3 = 5 eine Koordinatengleichung der Ebene e, ist, in der die Flache
EFGH liegt.

Handel stibliche zylinderférmige Teelichter haben einen Durchmesser von 4 cm.
Begrunden Sie, dass solche Tedlichter auf die Platte EFGH passen.

Wenn das Teelicht genau in der Mitte der rechteckigen Platte steht und angeziindet wird,
befindet sich die Spitze der Flamme ungefahr im Punkt P(5| 7| 9).

Damit sich die Seitenfl&chen des Teelichthalters nicht zu stark erhitzen, soll die Flam-
menspitze mindestens 3,5 cm von den Seitenflachen entfernt sein.

Prifen Sie rechnerisch, ob diese Bedingung fur die Seitenflache ASB erflllt ist.
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Losungen

1. Koordinaten des PunktesC 1,0 Punkte
Abgelesener Punkt: C(0 |14 | 10) (x:- und xs-Koordinaten wie D , x,-Koordinate wie B)

0 0 0
Alternative ¢ =d + AB=|0 | +[14|=|14
10 0 10

2. Langeeiner Aufhangeschnur und das MaR des Winkels zwischen den 3,5 Punkte
Schniren
e Langenberechnung (1,0P)
10 5 5
|KA|=|a-k|=|| O |-| 7||=|| -7|| = V25+47+484 = /558 ~ 23,62
10 32 -22

Die Schnur ist rund 23,6 cm lang.
e Winkelberechnung (2,5 P)

10\ ( 5 5
Esgilt auBerdem KB = b—-k = |14 |-| 7 |=| 7|.
10) (32) (-22
Damit ergibt sich nach der Winkelformel:
5 5
~71 7
cos(a) = _KAKB__ —22) |\ -22 25494484 ooy
‘KAHKB‘ 5 5)|| /558-4/558
711 =7
—22 —22

Damit folgt: o~ 34,48°.

3.1 Parameter- und Koordinatengleichung der Ebene, in der die Seitenflache 3,0 Punkte
ASB liegt
e Parametergleichung (1,5P)

5 10 -5
Richtungsvektoren: AS=| 7|-|0|=| 7|=d und
32 10 -10
10 10 0 0
AB=[14|-10|=|14 - wahlev = |1
10 10 0 0
10 5
Parametergleichung: e X =a+A-G+u- V=0 |+4-| 7|+pu-|1
10 -10
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3.2

4.1

e Koordinatengleichung (15P)

-5 0 10 2
Normalenvektor: G xv =| 7|x|1|=| O| : wahlen=| O
-10 0 -5 -1
Normalengleichungen:
2 10
= Punktnormalengleichung: e: | O||x-|0]|=0
-1 10
2
= Allgemeine Normalengleichung: e;; | O|- x —10=0
-1
= Koordinatengleichung: e 2x1 —X3=10

Flacheninhalt der Seitenflache ASB
Nach der Formel fur den Inhalt einer Dreiecksfl&che ergibt sich:

-5 0 -5 0
ﬂ(A):%.|XS’xN3'|:%. 7 |x|14 :%.14. 71 x| 1
-10 0 -10 0

10 2

=7 O|| =7-5 0

-5 -1

=35. J4+0+1 =355 ~ 78,26

Die Seitenflache hat einen Inhalt von rund 78,26 cm?.
K oordinatengleichung der Ebene, in der die Flache EFGH liegt

1,5 Punkte

1,5 Punkte

Alle Punkte der Grundflache ABCD der Pyramide haben die xs-Koordinate 10 und lie-
gen somit in der Ebene mit der Gleichung x; = 10 (Parallelebene zur x;-x,-Ebene).

Die Pyramidenspitze liegt in der x;-X-Ebene. Die Flache EFGH befindet sich in halber

Pyramidenhothe, somit hat e, die Gleichung x; = 5.

0

Alternative: | O | ist ein Normalenvektor zu e; und S'(5| 7| 5) liegt in e,.
1

S’ entsteht aus Sdurch Verschiebung um 5 Langeneinheiten in xs-Richtung.

0 5

Gleichungfire:: |O].| X—|7| |=0 < x%3-5=0 < x3=5

1 5
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4.2 Tedichter auf der Platte EFGH 2,0 Punkte
E, F, G und H sind die Mittelpunkte der Strecken AS, BS, CS und DS:
7,5
e = %(a +s)= |35 . aso E(7,5|3,5]5)
5
7,5
f = %(5 +s)= [105| ; aso F(7,5]10,5]|5)
5
2,5
g= %(6 +s)= |10,5 . adso G(2,5]10,5|5)
5
2,5
h= %(a +8)= |35 . aso H(2,5|35]5)
5

Fir die Rechteckseiten gilt: |§| =7cm (Differenz der xo-Koordinaten)
|ﬁ| =5cm (Differenz der x;-Koordinaten)
Beide Seiten sind langer als 4 cm. Daher passen solche Teelichter auf die Platte.

Alternative: Wegen der Ahnlichkeit der Rechtecke ABCD und EFGH (Streckfaktor 0,5)
sind die Seiten des Rechtecks EFGH halb so lang wie die der Grundflache
ABCD, also:

|EF| =0,5- |AB| = 0,5 14cm = 7cm
|EH| =0,5- |AD| =0,5- 10cm = 7cm

5. Abstand zur Seitenflache ASB 2,5 Punkte
Gesucht ist der Abstand des Punktes P(5 | 7 | 9) zur Seitenflache ASB, welche durch die
2
Ebenee;: | O|. x —10=0 beschrieben wird.
-1

1. Moglichkeit: Verwendung der Abstandsformel
Ein Punkt von ey ist z. B. A(10 | 0| 10).

Abstandsformel: d(P; €) = | n° - PA | :ﬁﬁ»ﬁu

2
Dabeigilt: n=| 0| mit |n|=22+0°+(-1)% =5
-1
10\ (5 5
PAza-p=|0|_|7|=|-7
10/ (9 1
2\ ( 5

Damit ergibt sich: d(P;e)= 1 || ol.|-7||==:|9]| =402 (LE).

G 5

-1 1
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2. Moglichkeit: Anwendung der Lotgeradenmethode

5 2
Lotgeradel: x=p+A-n=|7|+4-| O
9 -1
Einsetzen in die Gleichung von e;:
2 5 2
O|-{|7]+2] 0||-10=0«<1+54-10=0=41=18
-1 9 -1
5 2 8,6
LotfuBpunkt: | = p+18-n=|7[+18.| O|=| 7
9 -1 7,2

(Die konkrete Berechnung der Koordinaten von L ist nicht unbedingt erforderlich. Der
gesuchte Abstand ergibt schon allein aus dem Parameterwert 4 = 1,8)

Esfolgt: d(P;e)=d(P;L)=|PL|=|I - p|
=|1,8-n |=18-|n|=18 5 ~4,02
Der gesuchte Abstand betragt rund 4 cm, die geforderte Bedingung ist damit erfallt.
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WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Aufgabe 3

11

12

13

14

15

21

2.2
2.3

24

Vor der Einfuhrung des neuen Medikaments Gubetro wurde dessen Wirksamkeit in meh-
reren umfassenden Studien untersucht. Eine der Studien betraf die moglicherweise un-
terschiedliche Wirksamkeit des Medikaments bel Frauen und Mannern.

Dazu wurde das Medikament an insgesamt 6900 Personen getestet. Davon waren 3400
Personen weiblich. Bel 5172 der getesteten Personen zeigte das Medikament Erfolg.

Die Studienergebnisse sollen in der folgenden Vierfeldertafel wiedergegeben werden.
Tragen Sie die fehlenden Werte ein.

Erfolg (E) Kein Erfolg (E )

Mannlich (M) 1055

Weiblich (W)

Erklaren Sie die Bedeutung der in der Vierfeldertafel eingetragenen Zahl 1055 im Sach-
zusammenhang.

Eswird eine der 6900 Testpersonen zufallig ausgewahlt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Medikament Gubetro bei dieser Test-
person in der Studie Erfolg hatte.

Aus den 6900 Testpersonen wird eine Frau zufallig ausgewahlt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Gubetro bei ihr in der Studie keinen Erfolg
hatte.

Uberpriifen Sie, ob bei dieser Studie die erfolgreiche Wirkung des Medikaments vom
Geschlecht der Testperson abhangig war.

Das schon zugelassene Schmerzmittel Spurnix wirkt bei durchschnittlich 80% der Pati-
enten.

Ein Arzt verschreibt Splrnix an 20 Patienten.

Berechnen Sie, bel wie vielen dieser Patienten er eine Wirksamkeit des Medikaments
erwarten kann?

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Spurnix bel allen 20 Patienten wirkt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Spoirnix bei mindestens 18 der 20 Patienten
wirkt.

Nehmen Sie Stellung zu folgender Aussage:
»Dass Spurnix bel wenigstens einem der 20 Patienten wirkt, ist so gut wie sicher.”
Belegen Sie Ihre Stellungnahme durch eine passende Rechnung.
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1.2

13

14

15

2.1

2.2

Losungen

Einfuhrung eins neuen Medikaments Gubetro

Vierfeldertafel mit absoluten Haufigkeiten 2,0 Punkte
Erfolg (E) Kein Erfolg (E )
Mannlich (M) 2445 1055 3500
Weiblich (W) 2727 673 3400
5172 1728 6900
Bedeutung der Zahl 1055 im Sachzusammenhang 1,0 Punkte

Ein einzelnes Feld in der Tafel steht fur ein UND-Ereignis.

Die eingetragene Zahl gibt die Anzahl der Personen an, die mannlich sind und bei denen
das Medikament ohne Erfolg blieb.

Medikament Gubetro hat Erfolg 1,0 Punkte
Anhand der Tabelle ergibt sich:

P(E) = % ~ 0,7496 = 74,96%

Wahr scheinlichkeit, dass Gubetro bei ausgewahlter Frau erfolglosist 1,5 Punkte

Es handelt sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit.

Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit gesucht ist: E (kein Erfolg)
Bedingung: W (Eine Frau wird ausgewéahlt.)
Damit ergibt sich:

R,(E) = P(E W) = 'EICV"l"' = 58 < 0,1979 = 19,79%
Test auf Unabhangigkeit 2,0 Punkte
Esgilt: P(E W)= % ~ 39,520

P(E) - P(W) = % : % ~36,94% # P(E W)

Die erfolgreiche Wirkung des M edikamentsist vom Geschlecht der Testperson abhéngig.

Schmer zmittel Spurnix

Zufallsgrofde X: Anzahl der Patienten, bei denen das Medikament wirkt
Interpretation: Binomialverteilte Zufallgréfde mitn =20 und p=0,8

Berechnung des Erwartungswerts 1,5 Punkte
Esgilt: E(X)=n-p=20-0,8=16
Wirksamkeit bei allen Patienten 1,5 Punkte

20
P(X=20) = (20} .0,8%.0,2°=0,8°~0,0115 = 1,15%
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2.3

24

Wirksamkeit bei mindestens 18 Patienten 2,5 Punkte
Gesucht ist eine Summenwahrscheinlichkeit:
P(18 < X < 20) = P(X = 18) + P(X = 19) + P(X = 20)

= (ZOJ .0,8%.0,22+ (Zoj 108 0.2"+0,8%
18 19

~ 0,1369 + 0,0576 + 0,0115
= 0,2060 = 20,6%

Stellungnahme 2,0 Punkte

Fur die Wahrscheinlichkeit, dass das M edikament bei mindestens einem Patienten wirkt,
ergibt sich:

20
PX>1)=1-P(X=0)=1- (o] .0,8°-02®°=1-0,2°~1=100%

Die Aussage stimmt somit.
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Aufgabe 1
1.  Gegebenist die Funktion f: Dme — IR mit f(x) =2—14x3 —%xz +gx+1o .
1.1 Geben Siedie maximale Definitionsmenge der Funktion f an.
Untersuchen Sief auf Symmetrie (zum Ursprung, zur y-Achse).

1.2 Begrinden Sie mit Hilfe des Funktionsterms das Grenzwertverhalten der Funktion f fir
X — +oo und fUr X — —oo.

1.3  Untersuchen Sief auf Extrempunkte (einschliellich ihrer Art).

1.4 Der Graph der Funktion f beschreibt im Intervall [0 ; 12] (siehe Abb.1) anndhernd ein
Teilstiick einer Achterbahn. (Langeneinheit 1m).

y b
5,°
4 4 8 1 14 y
Abb.1: Graph der Funktion fim Intervall [0 ; 12]

1.4.1 Bestimmen Sie den maximalen Hohenunterschied der Achterbahn im Intervall [0 ; 12].

1.4.2 Bestimmen Sie den Punkt der Achterbahn, in dem es am steilsten bergab geht.

1.4.3 Das dargestellte Tellstiick der Achterbahn wird durch vier vertikal verlaufende Stiitzen
stabilisiert, dieim Abstand von jeweils 4 m aufgestellt sind (siehe Abb.1).

Berechnen Sie die Langen der Stiitzen S; und Ss.

1.4.4 Zwischen der Stitze S; und der Stitze S; wird eine ebene Verkleidung angebracht, die
die gesamte Querschnittsfl&che zwischen dem Boden (x-Achse) und der Achterbahn in-
nerhalb der beiden Stiitzen bedecken soll.

Berechnen Sie den Flacheninhalt der Verkleidung.
Hinweis: Bei der Berechnung eines Integralsist eine Stammfunktion anzugeben.
1.4.5 Die Wagen der Achterbahn werden langs einer geradlinigen Verbindung vom Boden bis

zum Punkt (O | 10) hochgezogen. Dieser geradlinige Teil ist in der Abbildung nicht dar-
gestellt. Er mundet im Punkt (O | 10) tangential in die Achterbahn.

Stellen Sie die Gleichung der zugehorigen Geraden auf und zeichnen Sie das Verbin-
dungsstiick in die Abbildung ein.
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21
2.2
2.3

24
2.5

3.1
3.2
3.3

Gegebenist die Funktion g : Dmax — IR mit g(x) = (5—x)-In(x) .
Geben Sie die maximale Definitionsmenge der Funktion g an.
Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion g.

Begrunden Sie mit Hilfe des Funktionsterms das Grenzwertverhalten der Funktion g an
den Réndern der maximalen Definitionsmenge.

Weisen Sie nach, dass der Graph der Funktion g rechtsgekrimmt ist.

Skizzieren Sie unter Berticksichtigung der vorliegenden Ergebnisse den Graph der Funk-
tiong.

Die Abbildung 2 zeigt den Graph der Ableitungsfunktion h’ einer Funktion h.

Abbildung 2: Graph der Ableitungsfunktion h* einer Funktion h

Prifen Sie bel jeder der folgenden Aussagen, ob sie wahr oder falschist.
Begriinden Sie Ihre Antworten.

Die Funktion h hat an der Stelle O ein lokales Maximum.
Die Funktion h hat an der Stelle 1 ein lokales Minimum.
Die Stelle —1 ist eine Wendestelle des Graphen der Funktion h.
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Losungen

1 Untersuchung einer ganzrationalen Funktion f
3.,2,5

Betrachtet wird die Funktion mit der Gleichung f(x):2—14x3—zx +2x+10 .

1.1 Dmax, Nullstelleund Symmetrie 1,5 Punkte

¢ Maximale Definitionsmenge (0,5P)
Dmax = R (, daf eine ganzrationale Funktion ist.)
e Symmetrie (1,0P)
fist weder symmetrisch zur y-Achse noch zum Ursprung O, well der Term gerade und
ungerade Potenzen von x enthalt.
Alternative: asymmetrische Lage der Extremstellen (vgl. spéter)

12 Grenzwertefir x —» to0 1,0 Punkte
lim f(X) =—c0 und lim f(X) =+

X—>—00

(Das Grenzwertverhalten der ganzrationalen Funktion f wird bestimmt durch den Term
x> mit der héchsten Potenz von x.)

1.3 Bestimmung der Extrempunkte 5,0 Punkte
Ableitung (1,0P)
()= L .32 3. 05421142 34,5
f (x)_24 3X 2 2x+2 1 g X —5X+3

=%(x2 —12x+20) =%(x—2)(x—10)
¢ Notwendige Bedingung (15P)
f'(x) =0< x=2 v x=10 (beidemit Vzw.) (vgl. Faktorisierung)

e Hinreichende Bedingung (15P)
V orzeichentabelle:

X ‘ 2 10 Testwert:
[ + o - 0o o+ £/0) =2,5>0
mit Vzw. mit Vzw.
HP TP

¢ Angabe der Extrempunkte (1,0P)
2 ist lokale Maximumstelle ; f(2) = 12% © Hochpunkt H(2 | 12%)
10ist lokale Minimumstelle ; f(10) = 1% - Tiefpunkt T(10 | 1%)
1.4.1 Hoéhenunterschied im Intervall [0 12] 1,0 Punkte
Differenz der Funktionswerte von H und T: f(2) — (10) = 12% - 1% = 10%

1.4.2 Punkt, in dem esam steilsten bergab geht 3,0 Punkte

Infrage kommt der Wendepunkt des Graphen von f.
e Zweite Ableitung (1,0P)

() =3x-3=%(x-6)

¢ Notwendige Bedingung (0,5P)
f'"(x) =0 < x=6 (mitVzw.) (vgl. Faktorisierung)
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143

144

145

2.1

2.2

2.3

« Hinreichende Bedingung (0,5 P)
Wegen des V orzeichenwechsels liegt eine Wendestelle vor.

e Entscheidung (1,0P)
Esgiltf(6) =7 und f'(6) =-1. Der Punkt W(6 | 7) ist also ein Wendepunkt mit ne-
gativer Steigung und daher der gesuchte Punkt.

Langeder Stitzen S; und S3 1,0 Punkte
Langeder Stitze S;:  f(0) =10 (inm)
Léangeder Stitze S;:  f(8) = 3% (inm)

Flacheninhalt der Verkleidung 3,0 Punkte
8

u(A) = [f(9dx = [g—le;x4—%x3+%x2+10xﬁ :(9—%-84—%-83+%-82+10-8)—0
0
= 74% (in m?)

Tangentiale M indung in die Achterbahn 2,0 Punkte
Die gesuchte Gerade ist die Tangenteim y

Punkt (0 | 10). 2

Al Igengei Ine 'I)'angentengl eichung: /\
ty= (%) X=x)+ f(x)

Hier sind xo=0und f(x,) =10 unmittelbar ._.-":sf &

gegeben. Weiter folgt f'(x,) = f'(0) =2,5. :_:': .

Damit ergibt sich: % %
ty=25(x-0)+10=25x+10 CETEE T T R R T O

Das Verbindungsstiick ist in der Abbildung die gestrichelt gezeichnete Strecke mit den
Endpunkten (-4 | 0) und (O | 10).

Untersuchung einer In-Funktion

Betrachtet wird die Funktion g(x) = (5—x)-In(x) .

Maximale Definitionsmenge 1,0 Punkte
Dmax = IR*  (Der Term In(x) ist nur definiert fir x > 0.)

Nullstelle 1,5 Punkte
g(X)=0<= (5-%)-In(X)=0<= x=5 v x=1

Grenzwerte 2,0 Punkte
lim £0 = lim [(5-x) - In(x)] = -0
J {
—o0 +00
lim f(x) = lim [(5-X) - In(x)] =—o
x—0 x—0 J{ \L

5 —o0
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2.4  Rechtskrimmung 3,0 Punkte
Ableitungen: g'(x) =—In(x) + (5-x) -

Fur ale xe R™ gilt g"(x) < 0. Dies bedeutet, dass der Graph von g in IR" rechtsge-
Krimmt ist.

25 Graph 2,0 Punkte

aa

w

s

-]

3. Graph einer Ableitungsfunktion

Zur Uberpriifung der Aussagen kann es vorteilhaft sein, die Informationen aus dem ge-
gebenen Graphen von h' in eine Vorzeichentabelle fur h' zu Ubertragen.

Vorzeichentabelle fur h'(x):
X ‘ 0
h'(x)] + 0 -
mit Vzw.
HP

3.1 LokalesMaximum an der StelleO 1,0 Punkte
h' hat an der Stelle O einen Vorzeichenwechsel der Form + 0 — . Daher ist die Aussage
richtig.

3.2 LokalesMaximum an der Stelle1 1,0 Punkte
h' hat an der Stelle 1 keine Nullstelle. Daher ist die Aussage falsch.

3.3 Wendestellean der Stelle-1 1,0 Punkte
h' besitzt an der Stelle —1 eine Extremstelle. Daher ist die Aussage richtig.
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Aufgabe 2
ANALYTISCHE GEOMETRIE

Familie Maurer plant einen Gartenpavillon
in Form eines Quaders mit aufgesetztem
Dreiecksprisma.
Der Eingang von der quadratischen Terras-
se soll durch einen Anbau mit schrégem,
rechteckigem Vordach erfolgen.
Im Plan des Architekten (siehe Abbildung)
liegt die Terrasse in der x;-X-Ebene und es
sind folgende Punkte gegeben:
A(=2|0]5), B(0O|0[3) ,C(0|6]3),
G(0]413) , J1]2]55),K(1]4]55).
Eine Langeneinheit entspricht einem Meter.

1. Geben Siedie Koordinaten des Punktes D an.

2.  Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene e, in der die Dachfléache ABCD liegt, in Para-
meterform und in Koordinatenform.

(Zur Kontrolle und weiteren Verwendung: e;: X3 + X3 = 3)
3. Zur Planung werden weitere Angaben benétigt. Berechnen Sie:
3.1 dieLange und den Mittelpunkt der Kante AB.
3.2 den Abstand des Punktes K von der Dachflache ABCD.

4. DasVordach EHKJ (grau markierte Flache) liegt in einer Ebene e,, welche durch die Glei-
chung 3x; —4x3 =—19 beschrieben wird.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden g, auf der die Kante EH liegt.

5. Berechnen Siefiir H(-1 | 4 | 4) den Winkel, unter dem sich die Dachkanten HG und HK
schneiden.

6. Am Nachmittag fallen als parallel zu betrachtende Sonnenstrahlen entlang des Vektors
2

2 | auf das Grun